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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan Luận án này do chính tác giả thực hiện tại Khoa Toán

Trường Đại học Sư phạm Hà Nội dưới sự hướng dẫn của GS. TSKH Lê Mậu

Hải. Các kết quả của Luận án là mới, đề tài của Luận án không trùng lặp và

chưa được công bố trong bất cứ công trình của ai khác.

Tác giả

Triệu Văn Dũng
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LỜI CẢM ƠN

Trước tiên, bằng tất cả sự kính trọng của mình, tôi xin bày tỏ lòng biết

ơn sâu sắc nhất tới GS. TSKH Lê Mậu Hải, người thầy đã trực tiếp giảng

dạy và hướng dẫn khoa học giúp tôi hoàn thành Luận án này tại Khoa Toán

Trường Đại học Sư phạm Hà Nội. Tôi đã thường xuyên nhận được sự chỉ dẫn

khoa học cùng với sự chia sẻ, động viên khích lệ để có được sự tự tin và lòng

đam mê ngay từ chặng đường đầu tiên của sự nghiệp nghiên cứu khoa học

của mình.

Được sinh hoạt và làm việc cùng một tập thể khoa học nghiêm túc, tôi

cảm ơn các thầy cô, các bạn đồng nghiệp và toàn thể các thành viên của tổ

Lý thuyết hàm Trường Đại học Sư phạm Hà Nội. Chính tại đây, ngoài sự chỉ

dẫn, góp ý trực tiếp của các thành viên trong seminar của bộ môn Lý thuyết

hàm đối với đề tài nghiên cứu, tôi còn có cơ hội trang bị cho mình về phương

pháp nghiên cứu và những hiểu biết sâu sắc hơn về nhiều vấn đề Toán học.

Nhân dịp này, tôi xin bày tỏ lòng kính trọng và biết ơn tới các thầy cô trong

tổ Lý thuyết hàm đã cho tôi những góp ý rất có ý nghĩa trong quá trình làm

Luận án của mình.

Tôi xin cảm ơn Lãnh đạo trường THPT Chuyên Hùng Vương, Sở giáo dục

và đào tạo Phú Thọ, Trường Đại học Sư Phạm Hà Nội và các đơn vị chức

năng đã tạo cho tôi mọi điều kiện thuận lợi về mặt quản lý nhà nước trong

suốt quá trình học tập và nghiên cứu.

Cuối cùng, tôi xin tỏ lòng tri ân đối với những đồng nghiệp, gia đình và

bạn bè là những điểm tựa tinh thần vững chắc, đã giúp đỡ, động viên, chia

sẻ những khó khăn và luôn đồng hành cùng tôi trong quá trình học tập và

nghiên cứu.

Tác giả
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KÍ HIỆU

• PSH(Ω) - Tập các hàm đa điều hòa dưới trên Ω.

• PSH−(Ω) - Tập các hàm đa điều hòa dưới âm trên Ω.

• PSHs(Ω) - Tập các hàm đa điều hòa dưới chặt trên Ω

• SH(Ω) - Tập các hàm điều hòa dưới trên Ω.

• SH−(Ω) - Tập các hàm điều hòa dưới âm trên Ω.

• SHm(Ω) - Tập các hàm m-điều hòa dưới trên Ω.

• SH−m(Ω) - Tập các hàm m-điều hòa dưới âm trên Ω.

• MPSH(Ω) - Tập các hàm đa điều hòa dưới cực đại trên Ω.

• MPSH−(Ω) - Tập các hàm đa điều hòa dưới cực đại âm trên Ω.

• L∞loc(Ω) - Không gian các hàm bị chặn địa phương trên Ω.

• L∞(Ω) - Không gian các hàm bị chặn trên Ω.

• d = ∂ + ∂ và dc = i
4(∂ − ∂), ddc = i

2∂∂ là các toán tử vi phân phức.

• (ddcu)n = ddcu ∧ · · · ∧ ddcu - toán tử Monge-Ampère phức của u.

• Hm(u) = (ddcu)m ∧ βn−m - toán tử Hessian phức của u.

• β = ddc‖z‖2 = i
2

n∑
j=1

dzj ∧dzj. βn = ( i2)ndz1∧dz1∧ · · ·∧dzn∧dzn = dV2n

là dạng thể tích của Cn ∼= R2n.

• C(Ω)- Tập các hàm liên tục trên Ω.

• C∞(Ω)- Tập các hàm trơn vô hạn trên Ω.

• uj ↗ u - Kí hiệu dãy {uj} hội tụ tăng tới u.

• uj ↘ u - Kí hiệu dãy {uj} hội tụ giảm tới u.

• 1A = χA - Kí hiệu hàm đặc trưng của tập A.



MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Việc thác triển các đối tượng của giải tích phức như thác triển hàm chỉnh

hình, hàm phân hình, bó giải tích coherent, dòng, v.v... luôn được quan tâm

nhiều trong giải tích phức cũng như trong lý thuyết đa thế vị phức. Một

trong các đối tượng được quan tâm nghiên cứu và có thể coi là đối tượng

trung tâm của lý thuyết đa thế vị là hàm đa điều hòa dưới. Do đó cũng như

các đối tượng đã nói ở trên, việc xét bài toán thác triển của hàm đa điều hòa

dưới là việc cần lưu tâm tới khi nghiên cứu các bài toán của lý thuyết đa thế

vị. Nhưng do các hàm đa điều hòa dưới, từ định nghĩa của nó, lại được xác

định nhờ bất đẳng thức tích phân, nên khi xét vấn đề này, người ta quan tâm

tới bài toán dưới thác triển. Trong luận án này, chúng tôi dành phần lớn nội

dung trình bày vấn đề dưới thác triển cho lớp hàm đa điều hòa dưới không

bị chặn cũng như các hàm m-điều hòa dưới không bị chặn. Các vấn đề được

đề cập mới được quan tâm nghiên cứu trong khoảng 10 năm trở lại đây.

Từ năm 1998 đến 2004, Cegrell, một trong các chuyên gia hàng đầu thế

giới về lý thuyết đa thế vị, đã xây dựng toán tử Monge-Ampère cho một số

lớp hàm đa điều hòa dưới không bị chặn địa phương. Ông đã đưa ra các lớp

Ep(Ω),Fp(Ω),F(Ω),N (Ω) và E(Ω). Đó là các lớp hàm đa điều hòa dưới không

bị chặn khác nhau trên miền siêu lồi Ω ⊂ Cn mà trên đó toán tử (ddc.)n có

thể xác định được và liên tục trên các dãy giảm. Trong đó lớp E(Ω) là lớp lớn

nhất trên đó toán tử Monge–Ampère được xác định như là một độ đo Radon.
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Kể từ đó, người ta bắt đầu hướng sự quan tâm của bài toán dưới thác triển

tới các lớp này.

Năm 2003, Cegrell và Zeriahi trong [27] đã nghiên cứu bài toán dưới thác

triển cho lớp F(Ω) một lớp con của lớp E(Ω). Các tác giả đã chứng minh

được rằng: Nếu Ω b Ω̃ là những miền siêu lồi bị chặn trong Cn và u ∈ F(Ω),

thì tồn tại ũ ∈ F(Ω) sao cho ũ ≤ u trên Ω, ũ sau này gọi là dưới thác

triển của u từ Ω lên Ω̃. Điều đáng quan tâm ở đây là các tác giả cho một

đánh giá về mass toàn thể của độ đo (ddcũ)n và (ddcu)n qua bất đẳng thức∫̃
Ω

(ddcũ)n ≤
∫
Ω

(ddcu)n. Kết quả trên có thể được xem là kết quả đầu tiên cho

việc nghiên cứu vấn đề dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới không bị

chặn. Sau đó P. H. Hiệp [46], Benelkourchi [10] tiếp tục nghiên cứu vấn đề

trên cho các lớp hàm khác như Ep(Ω), Eχ(Ω). Việc xét bài toán dưới thác triển

trong các lớp Cegrell có giá trị biên được bắt đầu từ Czyż, Hed năm 2008

trong [34]. Chúng tôi sẽ trình bày kỹ hơn các kết quả của Czyż và Hed ở đầu

phần tổng quan trong luận án này. Điều đáng nói và là chủ đề xuyên suốt

trong luận án này là quan hệ thế nào giữa độ đo (ddcũ)n và 1Ω(ddcu)n với ũ

là dưới thác triển của u. Phần lớn các kết quả của các tác giả như Cegrell

- Zeriahi, P.H.Hiep, Benelkourchi hay Czyż và Hed chỉ dừng lại ở đánh giá

được quan hệ giữa mass toàn thể của (ddcũ)n và mass của (ddcu)n. Do vậy,

việc nghiên cứu vấn đề dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới mà có thể

kiểm soát được độ đo Monge-Ampère của hàm dưới thác triển và hàm đã cho

là một câu hỏi mở. Năm 2014, trong [41] hai tác giả L. M. Hải, N. X. Hồng

đã nghiên cứu bài toán dưới thác triển cho lớp F(Ω, f). Điều đáng nói ở đây

là họ đã chứng minh được đẳng thức về độ đo Monge-Ampère của hàm dưới

thác triển và hàm đã cho. Do vậy một vấn đề cần nghiên cứu là liệu có thể

mở rộng kết quả trong [41] cho lớp hàm rộng hơn, lớp Eχ(Ω, f)?

Vấn đề tiếp theo được quan tâm nghiên cứu trong luận án này là thiết

lập dưới thác triển của các hàm đa điều hòa dưới trên các miền không bị

chặn. Chúng ta biết rằng để có thể xác định được dưới thác triển ũ của u
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thì nói chung ta phải giải phương trình Monge-Ampère. Tuy nhiên việc giải

phương trình Monge-Ampère trên miền không bị chặn trong Cn không phải

là việc đơn giản. Năm 2014, một kết quả quan trọng trong giải phương trình

Monge-Ampère cho miền siêu lồi không bị chặn trong Cn được ba tác giả L.

M. Hải, N. V. Trào, N. X. Hồng đề xuất trong [44]. Từ đó đưa ra phương

hướng cho chúng tôi xét bài toán dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới

trong lớp F(Ω, f) với Ω là miền siêu lồi không bị chặn. Từ kết quả này như

một ứng dụng, chúng tôi nghiên cứu bài toán xấp xỉ các hàm đa điều hòa

dưới bằng dãy tăng các hàm đa điều hòa dưới trên các miền rộng hơn.

Tiếp theo đó, ở chương 3 của luận án này chúng tôi xem xét dưới thác triển

cho lớp hàm m-điều hòa dưới. Như đã biết, việc mở rộng lớp hàm đa điều

hòa dưới trong thời gian gần đây đã được một số tác giả nghiên cứu như Z.

B locki, S. Dinew, S. Ko lodziej, A. S. Sadullaev, B. I. Abullaev, L. H. Chinh,

. . . . Năm 2005 trong [15] Z. B locki đã đưa ra khái niệm hàm m-điều hòa dưới

(SHm(Ω)) và nghiên cứu lời giải cho nghiệm của phương trình Hessian thuần

nhất đối với lớp này. Theo đó, năm 2012 trong công trình [31], L. H. Chinh

dựa theo ý tưởng của Cegrell đã đưa ra các lớp hàm E0
m(Ω), Fm(Ω), Em(Ω)

là lớp con của SHm(Ω). Đó là các lớp hàm m-điều hòa dưới không bị chặn

nhưng trên đó có thể xác định được toán tử Hessian phức, tương tự như các

lớp E0(Ω), F(Ω), E(Ω) của Cegrell đưa ra ở trên. Qua đó tác giả đã chứng

minh sự tồn tại của toán tử m-Hessian phức Hm(u) = (ddcu)m ∧ βn−m trên

lớp hàm Em(Ω). Hơn nữa toán tử này xác định Hm(u) như một độ đo Radon

trên Ω. Một câu hỏi đặt ra là liệu bài toán dưới thác triển cho lớp hàm này

như thế nào? Việc kiểm soát về độ đo m-Hessian phức của hàm dưới thác

triển và hàm đã cho ra sao? Việc nghiên cứu các câu hỏi trên trong lớp hàm

này vẫn là một vấn đề cần tiếp tục được quan tâm nghiên cứu.

Vấn đề cuối cùng được đề cập trong luận án là giải phương trình kiểu

Monge-Ampère cho lớp Cegrell N (Ω, f). Đó là phương trình dạng

(ddcu)n = F (u, .)dµ,
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chi tiết xem định nghĩa (4.1.1). Như ta đã biết, việc chứng minh tồn tại

nghiệm yếu của phương trình kiểu Monge-Ampère phức đã thu hút được sự

quan tâm của nhiều tác giả như trong [6], [7], [12], [29], [35], [52], [62]. Phần

lớn các kết quả của các tác giả nói trên đã đề cập tới trường hợp độ đo µ

triệt tiêu trên tất cả các tập đa cực của Ω. Vấn đề mà chúng tôi quan tâm

là nghiên cứu nghiệm yếu của phương trình kiểu Monge-Ampère nói trên cho

một độ đo tùy ý, đặc biệt là độ đo mang bởi một tập đa cực.

Vì những lý do trên, chúng tôi lựa chọn đề tài "Dưới thác triển các

hàm đa điều hòa dưới và ứng dụng".

2. Tính cấp thiết của đề tài

Như đã đề cập đến ở trên, bài toán dưới thác triển cho lớp hàm đa điều

hòa dưới không bị chặn với giá trị biên là bài toán mới xuất hiện gần đây.

Hơn nữa việc thiết lập mối quan hệ giữa độ đo Monge-Ampère của hàm dưới

thác triển và hàm đã cho gần như chưa được xem xét đến trừ trường hợp

lớp F(Ω, f). Do đó tiếp tục mở rộng bài toán trên cho các lớp khác là một

bài toán cần được đặt ra và đáng quan tâm nghiên cứu. Cũng như vậy cho

việc nghiên cứu dưới thác triển cho lớp hàm m-điều hòa dưới với sự kiểm

soát của độ đo Hessian Hm(u) = (ddcu)m ∧ βn−m và giải phương trình kiểu

Monge-Ampère cho các độ đo có giá trên tập đa cực.

3. Mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu

Mục đích chính của Luận án là nghiên cứu vấn đề dưới thác triển của các

hàm đa điều hòa dưới đối với các lớp Eχ(Ω, f) ở đó Ω là miền siêu lồi bị chặn

trong Cn; lớp F(Ω, f) với Ω là miền siêu không lồi bị chặn Cn và dưới thác

triển của các hàm m-điều hòa dưới cho lớp Fm(Ω) với Ω là miền m-siêu lồi

bị chặn trong Cn. Ngoài ra luận án còn chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu

của phương trình kiểu Monge-Ampère trên lớp N (Ω, f) cho một độ đo bất

kỳ, đặc biệt là độ đo mang bởi tập đa cực. Chúng tôi chứng minh rằng bài

toán dưới trác triển cho lớp Eχ(Ω, f), Fm(Ω) với Ω là miền siêu lồi bị chặn và

m-siêu lồi bị chặn là có hiệu lực. Hơn nữa chúng tôi thiết lập được đẳng thức
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giữa độ đo Monge-Ampère của hàm dưới thác triển và hàm đã cho. Cũng như

vậy chúng tôi thiết lập được sự tồn tại dưới thác triển cho lớp F(Ω, f) khi Ω

là miền siêu lồi không bị chặn và có đẳng thức giữa độ đo như trên.

4. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Như đã trình bày trong phần lý do chọn đề tài. Đối tượng nghiên cứu của

luận án là bài toán dưới thác triển các hàm đa điều hoà dưới với giá trị biên

trong lớp năng lượng phức có trọng, bài toán dưới thác triển các hàm đa điều

hoà dưới trong miền siêu lồi không bị chặn và ứng dụng, bài toán dưới thác

triển hàm m-điều hoà dưới và phương trình kiểu Monge–Ampère cho độ đo

tùy ý với các điều kiện tổng quát hơn các nghiên cứu trước đó về vấn đề này.

Hơn nữa, các tình huống mà chúng tôi đưa ra nghiên cứu thì các kỹ thuật và

phương pháp trước đó của các tác giả khác chưa được đề cập tới.

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của Luận án

Luận án góp phần làm phát triển và sâu sắc hơn các kết quả về vấn đề

dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới, dưới thác triển hàm m-điều hòa

dưới, nghiệm yếu của phương trình kiểu Monge-Ampère cho một độ đo bất

kỳ. Về mặt phương pháp, Luận án góp phần làm đa dạng hóa hệ thống các

công cụ và kỹ thuật nghiên cứu chuyên ngành, áp dụng cụ thể trong đề tài

của Luận án và các chủ đề tương tự.

Luận án là một trong những tài liệu tham khảo cho học viên cao học và

nghiên cứu sinh theo hướng nghiên cứu này.

6. Cấu trúc của Luận án

Cấu trúc của Luận án được trình bày theo đúng quy định cụ thể đối với

luận án tiến sỹ của Trường Đại học Sư phạm Hà Nội, bao gồm các phần: Mở

đầu, Tổng quan - trình bày lịch sử vấn đề, phân tích đánh giá các công trình

nghiên cứu của các tác giả trong và ngoài nước liên quan đến luận án. Bốn

chương còn lại của luận án được viết dựa trên bốn công trình đã được đăng

hoặc đang gửi đi công bố.

Chương 1: Dưới thác triển các hàm đa điều hoà dưới với giá trị biên trong
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lớp năng lượng phức có trọng.

Chương 2: Dưới thác triển các hàm đa điều hoà dưới trong miền siêu lồi không

bị chặn và ứng dụng.

Chương 3: Dưới thác triển của hàm m-điều hoà dưới.

Chương 4: Phương trình kiểu Monge–Ampère cho một độ đo bất kỳ.

Cuối cùng, trong phần Kết luận, chúng tôi điểm lại các kết quả nghiên

cứu chính trình bày trong Luận án. Đây chính là sự khẳng định ý tưởng khoa

học của đề tài Luận án đặt ra là đúng đắn và các kết quả nghiên cứu đạt

được mục đích đề ra. Do đó, Luận án đã có những đóng góp cho khoa học

chuyên ngành, có ý nghĩa khoa học và thực tiễn như đã nêu trong Phần mở

đầu là hoàn toàn xác đáng. Đồng thời, trong Phần kiến nghị chúng tôi mạnh

dạn nêu ra một vài ý tưởng nghiên cứu tiếp theo phát triển đề tài của Luận

án này. Chúng tôi hy vọng sẽ nhận được nhiều sự quan tâm và chia sẻ của

đồng nghiệp giúp hoàn thiện các kết quả nghiên cứu.

7. Nơi thực hiện đề tài Luận án

Trường Đại học sư phạm Hà Nội.



Tổng quan về dưới thác triển của các

hàm đa điều hòa dưới và phương

trình kiểu Monge–Ampère

1. Dưới thác triển các hàm đa điều hoà dưới với giá trị biên trong

lớp năng lượng phức có trọng

Trong lý thuyết đa thế vị, toán tử Monge–Ampère là công cụ đóng vai trò

trung tâm và xuyên suốt trong sự phát triển của lý thuyết này. Toán tử này

được nhiều tác giả tập trung nghiên cứu mạnh mẽ bắt đầu từ nửa sau của

thế kỷ thứ XX, theo hướng mô tả các lớp con của lớp các hàm đa điều hòa

dưới (PSH(Ω)) mà toán tử Monge–Ampère vẫn còn được xác định như một

độ đo Radon, không âm, liên tục trên dãy giảm. Năm 1975, Y. Siu đã chỉ ra

trong [61] rằng, không thể xác định được (ddcu)n như một độ đo Borel chính

quy đối với hàm đa điều hòa dưới bất kỳ u. Năm 1982 trong [8], Bedford và

Taylor đã xác định được toán tử (ddc)n trên lớp các hàm đa điều hòa dưới

bị chặn địa phương, lớp PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω). Các kết quả cơ bản khác về lý

thuyết đa thế vị liên quan đến vấn đề này có thể tìm thấy trong các tài liệu

[6], [48], [49] và [50]. Tiếp tục theo hướng mở rộng miền xác định của toán tử

Monge–Ampère phức nói trên, các năm 1998, 2004 và 2008, trong các công

trình [20], [21] và [23], Cegrell đã mô tả nhiều lớp con của PSH(Ω) với Ω là

miền siêu lồi bị chặn trong Cn, trong đó có lớp E(Ω) là lớp lớn nhất mà trên

đó toán tử Monge–Ampère vẫn còn được xác định như là một độ đo Radon,

12
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đồng thời toán tử này vẫn liên tục trên dãy giảm của hàm đa điều hòa dưới.

Điều đó có nghĩa là nếu u ∈ E(Ω) thì tồn tại (ddcu)n và nếu {uj} ⊂ E(Ω) sao

cho uj ↘ u thì (ddcuj)
n hội tụ yếu đến (ddcu)n. Trong phần đầu của luận án

chúng tôi nghiên cứu bài toán dưới thác triển của hàm đa điều hòa dưới với

giá trị biên trong lớp năng lượng phức có trọng Eχ(Ω, f).

Bài toán dưới thác triển của các hàm đa điều hòa dưới được quan tâm từ các

năm 80 của thế kỷ trước. El Mir năm 1980 đã cho một ví dụ chứng tỏ tồn

tại một hàm đa điều hòa trên song đĩa đơn vị 42 = {(z1, z2) ∈ Cn :| z1 |<
1, | z2 |< 1} sao cho hạn chế trên mọi song đĩa nhỏ hơn không có dưới thác

triển lên một miền lớn hơn (xem [39]). Sau đó, năm 1987, Fornaess và Sibony

chỉ ra đối với một miền vành trong C2, tồn tại một hàm đa điều hòa dưới

không có dưới thác triển vào bên trong miền đó. Điều này cho thấy sự khác

biệt lớn giữa hàm đa điều hòa và hàm chỉnh hình bởi do định lý Hartogs thì

mọi hàm chỉnh hình f ∈ O(Ω \K) với K ⊂ Ω là tập compact luôn có thác

triển chỉnh hình f̃ lên Ω. Năm 1988, Bedford và Taylor chứng minh mọi miền

bị chặn với biên trơn luôn tồn tại hàm đa điều hòa dưới trơn không có dưới

thác triển lên một miền rộng hơn (nó là miền tồn tại của một hàm đa điều

hòa dưới trơn).

Bây giờ ta nói sơ qua về dưới thác triển của hàm đa điều hòa dưới. Cho

Ω ⊂ Ω̃ là những miền trong Cn và u là một hàm đa điều hòa dưới trên Ω.

Hàm ũ ∈ PSH(Ω̃) được gọi là dưới thác triển của hàm u nếu ũ ≤ u trên Ω

(Định nghĩa chính xác khái niệm này xin xem trong Chương 1 của Luận án).

Trước khi nói về vấn đề dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới trên

các lớp của Cegrell, ta hãy đề cập tới một vài lớp con của lớp PSH−(Ω) trên

một miền siêu lồi bị chặn Ω ⊂ Cn mà trên đó toán tử Monge-Ampère (ddc.)n

được xác định. Các lớp này được Cegrell đưa ra và nghiên cứu trong [21], các

khái niệm cần thiết được đề cập đến ở đây sẽ được dùng cho phần này và các

chương sau:

Định nghĩa 1. Giả sử Ω là miền siêu lồi bị chặn trong Cn. Khi đó ta xác
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định các lớp sau.

E0(Ω) =
{
ϕ ∈ PSH−(Ω) ∩ L∞(Ω) : lim

z→∂Ω
ϕ(z) = 0,

∫
Ω

(ddcϕ)n <∞
}
,

E(Ω) =
{
ϕ ∈ PSH−(Ω) : ∀z0 ∈ Ω,∃ lân cận U 3 z0,

E0(Ω) 3 ϕj ↘ ϕ trên U, sup
j

∫
Ω

(ddcϕj)
n <∞

}
,

F(Ω) =
{
ϕ ∈ PSH−(Ω) : ∃ E0(Ω) 3 ϕj ↘ ϕ, sup

j

∫
Ω

(ddcϕj)
n <∞

}
,

Fa(Ω) =
{
ϕ ∈ F(Ω) : (ddcϕ)n(E) = 0,∀E ⊂ Ω là tập đa cực

}
,

và với mỗi p>0,

Ep(Ω) =
{
ϕ ∈ PSH−(Ω) : ∃E0(Ω) 3 ϕj ↘ ϕ, sup

j

∫
Ω

(−ϕj)p(ddcϕj)n <∞
}
.

Nhận xét: Từ định nghĩa trên ta có E0(Ω) ⊂ F(Ω) ⊂ E(Ω).

Năm 2003, Cegrell và Zeriahi ([27]) đã nghiên cứu bài toán dưới thác triển

cho lớp F(Ω). Các tác giả đã chứng minh được rằng: nếu Ω b Ω̃ là những

miền siêu lồi bị chặn trong Cn và u ∈ F(Ω), thì tồn tại ũ ∈ F(Ω) sao cho

ũ ≤ u trên Ω và ∫
Ω̃

(ddcũ)n ≤
∫
Ω

(ddcu)n.

Sau đó năm 2008, đối với lớp Ep(Ω), p > 0, bài toán dưới thác triển được

nghiên cứu bởi Phạm Hoàng Hiệp. Trong [46], Phạm Hoàng Hiệp đã chứng

minh được rằng: nếu Ω ⊂ Ω̃ b Cn là những miền siêu lồi bị chặn và u ∈ Ep(Ω),

thì tồn tại ũ ∈ Ep(Ω̃) sao cho ũ ≤ u trên Ω và∫
Ω̃

(−ũ)p(ddcũ)n ≤
∫
Ω

(−u)p(ddcu)n.
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Ở đây tác giả đã bỏ được điều kiện Ω compact tương đối trong Ω̃.

Tiếp đến năm 2009, ba tác giả Benelkourchi, Guedj và Zeriahi đã đưa ra

và nghiên cứu lớp năng lượng phức có trọng Eχ(Ω) (xem [13]). Trong [10]

Benelkourchi đã chứng minh được rằng: nếu Ω ⊂ Ω̃ là những miền siêu lồi

trong Cn và χ : R− −→ R+ là hàm giảm với χ(−∞) = +∞ thì với mọi

u ∈ Eχ(Ω), tồn tại ũ ∈ Eχ(Ω̃) sao cho ũ ≤ u trên Ω và (ddcũ)n ≤ (ddcu)n trên

Ω và ∫
Ω̃

χ(ũ)(ddcũ)n ≤
∫
Ω

χ(u)(ddcu)n.

Trong trường hợp đặc biệt nếu ta chọn χ(t) = (−t)p, p > 0 thì lớp Eχ(Ω) là

lớp Ep(Ω). Nếu χ(t) bị chặn và χ(0) > 0 thì Eχ(Ω) là lớp F(Ω) và lúc đó kết

quả dưới thác triển quay về các kết quả đã nói ở trên.

Bây giờ ta nói về dưới thác triển trong lớp có giá trị biên. Kết quả đầu tiên

theo hướng này đưa ra và nghiên cứu bởi Czyż và Hed. Trong [34], đối với lớp

F(Ω, f), Czyż và Hed đã chứng minh được rằng: nếu Ω ⊂ Ω̃ là những miền

siêu lồi bị chặn trong Cn, n ≥ 1. Giả sử f ∈ E(Ω) và g ∈ E(Ω̃) ∩MPSH(Ω̃)

với f ≥ g trên Ω. Khi đó với mọi hàm u ∈ F(Ω, f), tồn tại dưới thác triển

v ∈ F(Ω̃, g) và ∫
Ω̃

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcu)n,

ở đây MPSH(Ω̃) là tập các hàm đa điều hòa dưới cực đại trên Ω̃. Ta thấy

rằng trong các nghiên cứu trên của các tác giả mới dừng lại ở việc đánh giá

mass của độ đo Monge-Ampère toàn thể của hàm dưới thác triển và hàm đã

cho.

Năm 2014, trong [41] hai tác giả Lê Mậu Hải và Nguyễn Xuân Hồng đã

nghiên cứu về bài toán dưới thác triển với giá trị biên lớp F(Ω, f), các tác

giả đã phát hiện ra một kết luận mạnh hơn các kết quả đã có trước đó là độ

đo Monge-Ampère của hàm dưới thác triển và hàm đã cho là không thay đổi.

Kết quả của họ đạt được như sau. Giả sử Ω ⊂ Ω̃ là những miền siêu lồi bị
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chặn trong Cn (n ≥ 1), f ∈ E(Ω) và g ∈ E(Ω̃) ∩MPSH(Ω̃) với f ≥ g trên

Ω. Khi đó với mọi hàm u ∈ F(Ω, f) với
∫
Ω

(ddcu)n < +∞, tồn tại ũ ∈ F(Ω̃, g)

với ũ ≤ u trên Ω và (ddcũ)n = 1Ω(ddcu)n trên Ω̃. Từ kết quả này ta có thể

thu được các kết quả của Cegrell, Zeriahi trong [27] và của Czyż, Hed trong

[34].

Hướng nghiên cứu của luận án là mở rộng kết quả của hai tác giả Lê Mậu

Hải và Nguyễn Xuân Hồng cho lớp năng lượng phức có trọng với giá trị biên

lớp Eχ(Ω, f). Chúng tôi đã chỉ ra bài toán dưới thác triển trong lớp năng lượng

phức có trọng Eχ(Ω, f) giải được và cho đẳng thức độ đo Monge-Ampère của

hàm dưới thác triển và hàm đã cho. Cụ thể là,

Định lý 1.2.1. Cho Ω b Ω̃ là những miền siêu lồi bị chặn trong Cn và

f ∈ E(Ω) ∩MPSH(Ω), g ∈ E(Ω̃) ∩MPSH(Ω̃) với f ≥ g trên Ω. Giả sử

χ : R− −→ R+ là hàm liên tục giảm sao cho χ(t) > 0 với mọi t < 0. Khi đó

với mọi u ∈ Eχ(Ω, f) sao cho∫
Ω

[χ(u)− ρ](ddcu)n < +∞,

với ρ nào đó thuộc E0(Ω), tồn tại ũ ∈ Eχ(Ω̃, g) sao cho ũ ≤ u trên Ω và

χ(ũ)(ddcũ)n = 1Ωχ(u)(ddcu)n trên Ω̃.

Để chứng minh được kết quả trên chúng tôi phải sử dụng một phương

pháp chứng minh khác so với cách chứng minh truyền thống đã được sử dụng

để chứng minh vấn đề trên cho các lớp F(Ω, f) hoặc Eχ(Ω), bởi vì lớp Eχ(Ω, f)

không có được những tích chất tốt như là lớp F(Ω, f) và việc so sánh giữa

độ đo 1Ωχ(u)(ddcu)n, u ∈ Eχ(Ω, f) với độ đo của hàm dưới thác triển là việc

làm không hề đơn giản vì có sự tham gia của hàm χ. Do đó, trong quá trình

nghiên cứu vấn đề dưới thác triển trong lớp Eχ(Ω, f) chúng tôi đã tìm ra một

hướng tiếp cận mới để giải quyết vấn đề này.

2. Dưới thác triển các hàm đa điều hoà dưới trong miền siêu lồi

không bị chặn và ứng dụng
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Bài toán dưới thác triển trong các lớp Cegrell trên các miền siêu lồi bị

chặn Ω trong Cn đã đạt được những kết quả cơ bản như đã giới thiệu trong

mục 1 Một câu hỏi tự nhiên đặt ra là nếu Ω là miền siêu lồi không bị chặn

trong Cn thì vấn đề dưới thác triển có giải được không? Khi đi tìm câu trả

lời cho câu hỏi này chúng tôi nhận thấy đối với miền siêu lồi bị chặn thì một

trong các kỹ thuật được sử dụng là giải phương trình Monge–Ampère. Do đó

đến nay dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới chỉ thực hiện được trên các

miền siêu lồi bị chặn bởi vì trên miền đó đã đạt được nhiều kết quả đối với

việc giải phương trình Monge-Ampère. Tuy nhiên đối với miền siêu lồi không

bị chặn trong Cn, kết quả nhận được về giải phương trình Monge–Ampère

trên các miền này còn khá hạn chế.

Năm 2014 trong [44], ba tác giả Lê Mậu Hải, Nguyễn Văn Trào, Nguyễn

Xuân Hồng đã nghiên cứu lời giải của phương trình Monge-Ampère trên

miền siêu lồi không bị chặn trong Cn; đồng thời giới thiệu lớp Cegrell các

hàm đa điều hòa dưới trên một miền siêu lồi không bị chặn trong Cn. Các kết

quả đó được công bố trong bài báo “The complex Monge–Ampère equation in

unbounded hyperconvex domains in Cn” đăng trên tạp chí Complex Var and

Elliptic Equar.

Định nghĩa 2. Giả sử Ω là miền siêu lồi không bị chặn trong Cn sao cho

PSHs(Ω) ∩ L∞(Ω) 6= ∅. Ta xác định,

E0(Ω) = {u ∈ PSH−(Ω) ∩ L∞(Ω) : ∀ ε > 0, {u < −ε} b Ω,

∫
Ω

(ddcu)n <∞},

F(Ω) =
{
u ∈ PSH−(Ω) : ∃ E0(Ω) 3 uj ↘ u, sup

j

∫
Ω

(ddcuj)
n <∞

}
,

và

E(Ω) =
{
u ∈ PSH−(Ω) : ∀ U b Ω,∃ v ∈ F(Ω) với v = u trong U}.

Nếu f ∈MPSH−(Ω) ∩ C(Ω) và K ∈ {E0,F , E} ta kí hiệu,

K(Ω, f) = {u ∈ PSH−(Ω) : ∃ ψ ∈ K(Ω), ψ + f ≤ u ≤ f trong Ω}.
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Nhận xét: Từ định nghĩa trên ta có quan hệ bao hàm E0(Ω, f) ⊂ F(Ω, f) ⊂
E(Ω, f).

Dựa vào kết quả lời giải của phương trình Monge-Ampère trên miền siêu

lồi không bị chặn trong Cn của ba tác giả nói trên cùng với kết quả nghiên

cứu của hai tác giả Lê Mậu Hải, Nguyễn Xuân Hồng trong [41] đặt ra hướng

nghiên cứu tiếp theo cho luận án đó là nghiên cứu bài toán dưới thác triển

các hàm đa điều hòa dưới cho lớp F(Ω, f) với Ω là miền siêu lồi không bị

chặn trong Cn. Cụ thể chúng tôi nhận được kết quả sau,

Định lý 2.2.1.Giả sử Ω ⊂ Ω̃ là các miền siêu lồi không bị chặn trong Cn

sao cho PSHs(Ω̃)∩L∞(Ω̃) 6= ∅. Khi đó với mọi f ∈MPSH−(Ω̃)∩ C(Ω̃) và

mọi u ∈ F(Ω, f) sao cho ∫
Ω

(ddcu)n <∞,

tồn tại ũ ∈ F(Ω̃, f) sao cho ũ ≤ u trên Ω và

(ddcũ)n = 1Ω(ddcu)n trên Ω̃.

Trên cơ sở kết quả thu được, chúng tôi áp dụng vào nghiên cứu bài toán

xấp xỉ các hàm đa điều hòa dưới bằng dãy tăng các hàm đa điều hòa dưới

trên các miền rộng hơn. Lược sử vấn đề này là như sau.

Cho Ω b Ωj+1 b Ωj, j = 1, 2, ... là những miền siêu lồi bị chặn trong

Cn. Năm 2006, dưới giả thiết Ω là miền siêu lồi mạnh và lim
j→∞

Cap(K,Ωj) =

Cap(K,Ω), mọi tập K b Ω, Benelkourchi trong [9] đã chứng minh với mọi

u ∈ Fa(Ω) tồn tại dãy tăng các hàm uj ∈ Fa(Ωj) sao cho uj −→ u hầu khắp

nơi trên Ω. Tiếp đó năm 2008, bỏ qua giả thiết lim
j→∞

Cap(K,Ωj) = Cap(K,Ω),

Cegrell và Hed đã chứng minh được rằng: nếu có v ∈ N (Ω), v < 0 và

vj ∈ N (Ωj) sao cho vj −→ v hầu khắp nơi trên Ω thì với mọi u ∈ F(Ω) tồn

tại dãy các hàm tăng uj ∈ F(Ωj) sao cho uj −→ u hầu khắp nơi trên Ω (xem

[25]).

Đối với trường hợp có giá trị biên, năm 2010, Hed trong [38] đã chứng minh

kết quả trên cho lớp F(Ω, f). Cụ thể, Hed đã chứng minh được rằng nếu có
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v ∈ N (Ω), v < 0 và vj ∈ N (Ωj) sao cho vj −→ v hầu khắp nơi trên Ω thì với

mọi f ∈MPSH−(Ω1) ∩ C(Ω1) và u ∈ F(Ω, f) sao cho∫
Ω

(ddcu)n <∞,

thì tồn tại dãy các hàm tăng uj ∈ F(Ωj, f) sao cho uj −→ u hầu khắp nơi

trên Ω.

Dùng kết quả về dưới thác triển cho miền siêu lồi không bị chặn, chúng tôi

thiết lập kết quả của Hed cho các miền siêu lồi không bị chặn trong Cn. Cụ

thể chúng tôi chứng minh được kết quả sau:

Định lý 2.3.1. Giả sử Ω là miền siêu lồi không chặn trong Cn và {Ωj}∞j=1 là

dãy các miền siêu lồi không bị chặn sao cho Ω ⊂ Ωj+1 ⊂ Ωj và PSH
s(Ω1) ∩

L∞(Ω1) 6= ∅. Giả sử tồn tại ψ ∈ F(Ω) và ψj ∈ F(Ωj) sao cho ψ < 0

trên Ω và ψj ↗ ψ hầu khắp nơi trên Ω khi j ↗ ∞. Khi đó với mọi f ∈
MPSH−(Ω1) ∩ C(Ω1) và với mọi u ∈ F(Ω, f) sao cho∫

Ω

(ddcu)n <∞,

tồn tại dãy các hàm uj ∈ F(Ωj, f) sao cho uj ↗ u hầu khắp nơi trên Ω khi

j ↗∞.

3. Dưới thác triển của hàm m-điều hòa dưới

Trong thời gian gần đây, việc mở rộng lớp hàm đa điều hòa dưới cũng như

nghiên cứu các toán tử vi phân trên các lớp hàm mở rộng này đã được một

số tác giả nghiên cứu, chẳng hạn như Z. B locki, S. Dinew, S. Ko lodziej, A.

S. Sadullaev, B. I. Abullaev, L. H. Chinh, . . . Cụ thể họ đã đưa ra và nghiên

cứu lớp hàm m-điều hòa dưới và nghiên cứu toán tử m-Hessian phức trên lớp

hàm này. Các kết quả đạt được của Z. B locki, S. Dinew, S. Ko lodziej, A. S.

Sadullaev và B. I. Abullaev, chủ yếu trên lớp hàm m-điều hòa dưới bị chặn

địa phương trên các tập mở trong Cn. Các kết quả cơ bản về hàm m-điều

hòa dưới và toán tử m-Hessian phức bạn đọc có thể xem trong [15], [36] và

[53]. Việc nghiên cứu toán tử m-Hessian phức trên lớp hàm không nhất thiết
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bị chặn địa phương được đưa ra và nghiên cứu trong thời gian gần đây, đặc

biệt phải kể tới kết quả của L. H. Chinh trong [31]. Dựa theo ý tưởng của

Cegrell, L. H. Chinh đã đưa ra lớp hàm E0
m(Ω), Fm(Ω), Em(Ω) tương tự như

các lớp E0(Ω), F(Ω), E(Ω). Qua đó tác giả đã chứng minh sự tồn tại của toán

tử m-Hessian phức Hm(u) = (ddcu)m ∧ βn−m trên lớp hàm Em(Ω). Hơn nữa

toán tử này xác định một độ đo Radon trên Ω.

Trong phần tiếp theo chúng tôi xét bài toán dưới thác triển cho lớp hàm

m-điều hòa dưới không bị chặn, cụ thể là cho lớp Fm(Ω). Chúng tôi thấy rằng

bài toán dưới thác triển cho lớp Fm(Ω) trong trường hợp Ω là miền siêu lồi

trong Cn đã được nghiên cứu trước đó trong [55]. Tuy nhiên, kết quả dưới

thác triển mà tác giả đã đạt được trong lớp Fm(Ω) trong trường hợp này còn

nhiều hạn chế. Thứ nhất, các tác giả đã xét bài toán dưới thác triển với giả

thiết Ω là miền siêu lồi compact tương đối trong Ω̃. Thứ hai, họ đã không

mô tả được được độ đo Hessian phức của hàm m-điều hòa dưới thác triển và

hàm đã cho. Đối với vấn đề này chúng tôi đã cố gắng vượt qua những hạn

chế trên. Cụ thể chúng tôi đã chứng minh được rằng tồn tại dưới thác triển

cho lớp Fm(Ω) trong trường hợp Ω, Ω̃ là những miền m-siêu lồi bị chặn trong

Cn mà không cần giả thiết rằng Ω là compact tương đối trong Ω̃. Chúng tôi

cũng mô tả chính xác được độ đo Hessian phức của hàm dưới thác triển và

hàm đã cho. Cụ thể chúng tôi chứng minh được định lý:

Định lý 3.2.1. Cho Ω ⊂ Ω̃ ⊂ Cn là những miền m-siêu lồi bị chặn và

u ∈ Fm(Ω). Khi đó tồn tại w ∈ Fm(Ω̃) sao cho w ≤ u trên Ω và

(ddcw)m ∧ βn−m = 1Ω(ddcu)m ∧ βn−m,

trên Ω̃.

Từ định lý trên, chúng tôi đạt được hệ quả.

Hệ quả 3.2.5. Cho Ω ⊂ Ω̃ là những miền m-siêu lồi bị chặn và {uj}j≥1, u ⊂
Fm(Ω) sao cho uj ≥ u, uj hội tụ trong Cm- dung lượng tới u trên Ω. Giả sử

ũj, ũ theo thứ tự lần lượt là dưới thác triển của uj, u trên Ω̃. Khi đó Hm(ũj)

hội tụ yếu tới Hm(ũ) trên Ω̃.
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4. Phương trình kiểu Monge–Ampère cho một độ đo bất kỳ

Trong lý thuyết đa thế vị, việc tìm nghiệm của bài toán Dirichler
u ∈ PSH(Ω) ∩ L∞(Ω)

(ddcu)n = dµ

lim
z→x

u(z) = ϕ(x),∀x ∈ ∂Ω.

(1)

Ở đó Ω là tập mở, bị chặn trong Cn, µ là độ đo Borel không âm trên Ω và

ϕ ∈ C(∂Ω) là hàm liên tục, luôn thu hút được sự quan tâm của nhiều tác giả.

Trong trường hợp Ω ⊂ Cn là miền siêu lồi, bị chặn và dµ = fdV2n, f ∈ C(Ω)

thì Bedford - Taylor trong [6] đã chứng minh (1) có nghiệm duy nhất. Nếu

dµ = fdV2n, f ∈ C∞(Ω), f > 0 và ∂Ω là trơn thì trong [18], các tác giả

đã chứng minh (1) có nghiệm duy nhất u ∈ C∞(Ω). Một hướng để giải bài

toán trên là xét sự tồn tại nghiệm của phương trình trên nếu chứng minh

được sự tồn tại dưới nghiệm. Năm 1995, S. Kolodziej trong [49] đã chứng

minh trên miền giả lồi chặt Ω ⊂ Cn: nếu tồn tại dưới nghiệm trên lớp các

hàm đa điều hòa dưới bị chặn thì phương trình (1) có nghiệm bị chặn. Năm

2009, Åhag, Cegrell, Czyż và H. Hiep trong [5] đã nghiên cứu bài toán trên

trên miền siêu lồi với lớp các hàm đa điều hòa dưới không nhất thiết bị chặn

với giá trị biên mở rộng và thu được kết quả: giả sử Ω ⊂ Cn là miền siêu

lồi và H ∈ E(Ω) ∩MSHP (Ω). Nếu có w ∈ E(Ω) sao cho µ ≤ (ddcw)n thì

∃u ∈ E(Ω, H), w + H ≤ u ≤ H với (ddcu)n = µ (xem Định lý 4.14 trong

[5]). Tiếp tục hướng nghiên cứu việc giải phương trình Monge-Ampère, trong

chương 4 của luận án chúng tôi nghiên cứu nghiệm yếu của phương trình kiểu

Monge-Ampère. Đó là phương trình dạng

(ddcu)n = F (u, .)dµ, (2)

chi tiết xem định nghĩa (4.1.1). Việc chứng minh tồn tại nghiệm yếu của

phương trình (2) đã được nghiên cứu bởi nhiều tác giả trong [6], [7], [12],

[29], [35], [52], [62], cụ thể:
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Khi µ triệt tiêu trên các tập đa cực và µ(Ω) < +∞, 0 ≤ F (t, z) ≤ g(z) với

g ∈ L1(dµ) thì, với mọi f ∈ MPSH(Ω) ∩ E(Ω), Cegrell và Ko lodziej trong

[29] đã chứng minh phương trình (2) có nghiệm u ∈ Fa(Ω, f).

Sau đó trong [35] Czyż nghiên cứu phương trình (2) trong lớp N (Ω, f).

Czyż đã chứng minh rằng: nếu µ triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω, F là

hàm liên tục đối với biến thứ nhất và bị chặn bởi hàm khả tích g ∈ L1(dµ),

0 ≤ F (t, z) ≤ g(z) và µ = (ddcw)n, w ∈ N (Ω) thì phương trình (2) giải được

trong lớp N (Ω, f).

Gần đây với giả thiết µ triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω và tồn tại

dưới nghiệm v0 ∈ N a(Ω) của (2), tức là tồn tại hàm v0 ∈ N a(Ω) sao cho

(ddcv0)n ≥ F (v0, .)dµ, Benelkourchi trong [12] đã chứng minh được rằng

phương trình (2) có nghiệm u ∈ N a(Ω, f).

Vấn đề đặt ra ở đây chúng tôi muốn nghiên cứu nghiệm yếu của phương

trình (2) cho một độ đo tùy ý, đặc biệt là độ đo mang bởi một tập đa cực.

Kết quả sau nói về vấn đề này.

Định lý 4.2.1. Giả sử Ω là miền siêu lồi bị chặn và µ là độ đo không âm

trên Ω. Giả sử F : R× Ω −→ (0,+∞) là dt× dµ- hàm đo được thỏa mãn:

(1) Với mọi z ∈ Ω, hàm t 7−→ F (t, z) là hàm liên tục không giảm;

(2) Với mọi t ∈ R, hàm z 7−→ F (t, z) thuộc L1
loc(Ω, µ);

(3) Tồn tại hàm w ∈ N (Ω) sao cho (ddcw)n ≥ F (w, .)dµ.

Khi đó với mỗi f ∈ MPSH(Ω) ∩ E(Ω) tồn tại u ∈ N (Ω, f) sao cho u ≥ w

và (ddcu)n = F (u, .)dµ trên Ω.

Để giải quyết được vấn đề đặt ra chúng tôi không sử dụng phương pháp

chứng minh đã được đưa ra trong [29], [35], [12]. Trong các nghiên cứu [29],

[35], [12] để chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình (2) các tác

giả đã sử dụng định lý về điểm bất động Schauder - Tikhonov. Ở đây chúng

tôi dựa vào kết quả của việc giải phương trình Monge-Ampère cho độ đo

mang bởi một tập đa cực trong [5].

Các vấn đề đặt ra trên đây sẽ được chúng tôi giải quyết và trình bày lần
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lượt trong bốn chương, với sự ý thức được rằng, các kết quả và nội dung

chính của luận án, xoay quanh vấn đề dưới thác triển các hàm đa điều hòa

dưới và ứng dụng.



Chương 1

Dưới thác triển các hàm đa điều hòa

dưới với giá trị biên trong lớp năng

lượng phức có trọng

Như đã trình bày ở Phần mở đầu. Mục đích của chương này là xét vấn

đề dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới với giá trị biên trong lớp năng

lượng phức có trọng Eχ(Ω, f).

Chương 1 gồm hai phần. Phần thứ nhất trình bày một số kiến thức chuẩn

bị cần thiết cho chương này và các chương sau. Phần thứ hai chứng minh

định lý chính.

Các kết quả của chương này được rút ra từ bài báo [1] (trong danh mục

công trình đã công bố liên quan đến luận án)

1.1 Một số khái niệm và kết quả bổ trợ

Giả sử Ω là một tập mở trong Cn. Ta dùng ký hiệu PSH(Ω), PSH−(Ω)

lần lượt là tập các hàm đa điều hòa dưới, đa điều hòa dưới âm trên Ω.

Định nghĩa 1.1.1. Cho Ω ⊂ Ω̃ là những miền trong Cn và u là một hàm

đa điều hòa dưới trên Ω (u ∈ PSH(Ω)). Hàm ũ ∈ PSH(Ω̃) được gọi là dưới

24
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thác triển của hàm u nếu ũ(z) ≤ u(z), ∀z ∈ Ω.

Nhận xét 1.1.2. Nếu ũ là dưới thác triển của u thì tại các điểm z ∈ Ω mà

u(z) = −∞ thì ũ(z) = −∞.

Định nghĩa 1.1.3. Tập mở Ω ⊂ Cn gọi là miền siêu lồi nếu tồn tại hàm đa

điều hòa dưới ϕ : Ω −→ (−∞, 0) sao cho với mọi c < 0 thì tập Ωc = {z ∈ Ω :

ϕ(z) < c} b Ω.

Định nghĩa 1.1.4. Hàm đa điều hòa dưới u được gọi là hàm đa điều hòa

dưới cực đại (kí hiệu u ∈ MPSH(Ω) ) nếu mọi tập compact K ⊂ Ω và với

mọi v ∈ PSH(Ω), nếu v ≤ u trên Ω \K thì v ≤ u trên Ω.

Kí hiệu MPSH−(Ω) là tập các hàm đa điều hòa dưới cực đại âm.

Nhận xét 1.1.5. Như ta đã biết (trong [48]) một hàm đa điều hòa dưới bị

chặn địa phương u ∈ PSH(Ω)∩L∞loc(Ω) là đa điều hòa dưới cực đại khi và chỉ

khi nếu nó thỏa mãn phương trình Monge-Ampère thuần nhất (ddcu)n = 0.

Trong [17], B locki đã mở rộng kết quả này cho lớp E(Ω).

Cùng với Định nghĩa 1 đã được trình bày ở trong phần Tổng quan về các

lớp hàm đa điều hòa dưới của Cegell lớp E0(Ω),F(Ω), E(Ω). Tiếp theo, chúng

tôi đề cập tới định nghĩa các lớp N (Ω), Eχ(Ω) và lớp hàm đa điều hòa dưới

có giá trị biên trong lớp E(Ω).

Định nghĩa 1.1.6. Giả sử Ω là miền siêu lồi trong Cn và {Ωj}j≥1 là một

dãy cơ bản của Ω, nghĩa là {Ωj}j≥1 là dãy các miền giả lồi chặt tăng của Ω,

Ωj b Ωj+1 b Ω và
+∞⋃
j=1

Ωj = Ω.

Giả sử ϕ ∈ PSH−(Ω). Với mỗi j ≥ 1, đặt

ϕj = sup{u : u ∈ PSH−(Ω), u ≤ ϕ trên Ω\Ωj}.

Khi đó như trong [23], hàm ϕ̃ = (limj→∞ ϕ
j)∗ ∈ PSH(Ω) và ϕ̃ ∈MPSH(Ω).

Đặt

N (Ω) = {ϕ ∈ E(Ω) : ϕ̃ = 0}.
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hoặc tương đương

N (Ω) = {ϕ ∈ PSH−(Ω) : ϕj ↑ 0}.

Nhận xét 1.1.7. Từ định nghĩa trên và do nguyên lý so sánh trong [23] đúng

cho lớp Fa(Ω) ta có quan hệ bao hàm F(Ω) ⊂ N (Ω) ⊂ E(Ω).

Định nghĩa 1.1.8. Giả sử χ : R− −→ R+ là hàm giảm và Ω là miền siêu

lồi bị chặn trong Cn. Khi đó hàm u ∈ PSH−(Ω) thuộc Eχ(Ω) nếu tồn tại dãy

{uj} ⊂ E0(Ω) giảm tới u trên Ω và

sup
j

∫
Ω

χ(uj)(dd
cuj)

n < +∞.

Nhận xét 1.1.9.

a) Nếu ta chọn χ(t) = (−t)p, p > 0 thì lớp Eχ(Ω) là lớp Ep(Ω).

b) Nếu χ(t) bị chặn và χ(0) > 0 thì Eχ(Ω) là lớp F(Ω).

c) Hệ quả 3.3 trong [42] khẳng định rằng nếu χ 6≡ 0 thì Eχ(Ω) ⊂ E(Ω). Do đó

trong trường hợp này toán tử Monge-Ampère được xác định trên lớp Eχ(Ω).

d) Hệ quả 3.3 trong [42] cũng khẳng định nếu χ(t) > 0 với mọi t < 0 thì

Eχ(Ω) ⊂ N (Ω). Hơn nữa, bởi Định lý 2.7 trong [11] ta có

Eχ(Ω) =

u ∈ N (Ω) :

∫
Ω

χ(u)(ddcu)n < +∞

 .

Trong luận án này chúng tôi cần dùng khái niệm sau:

Định nghĩa 1.1.10. Giả sử Ω ⊂ Cn là tập mở, µ là độ đo Borel dương trong

Ω, ta nói:

i) µ triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω nếu với mọi tập A ⊂ Ω, A đa cực ta

có µ(A) = 0.

ii) µ gọi là được mang bởi tập đa cực nếu tồn tại tập đa cực A ⊂ Ω, sao cho

µ(A) = µ(Ω). Trong trường hợp này có thể viết µ = 1Aµ.
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Định nghĩa 1.1.11. Giả sử K ∈ {E0(Ω),F(Ω),N (Ω), Eχ(Ω), E(Ω)} và f ∈
E(Ω). Ta nói hàm đa điều hòa dưới u trên Ω thuộc K(Ω, f), nếu tồn tại hàm

ϕ ∈ K sao cho ϕ+ f ≤ u ≤ f trên Ω.

Ký hiệu Ka(Ω, f) là các hàm đa điều hòa dưới u ∈ K(Ω, f) sao cho ∃ϕ ∈ Ka :

ϕ+ f ≤ u ≤ f , ở đó Ka là các hàm u ∈ K sao cho (ddcu)n = 0.

Để chứng minh được Định lý 1.2.1 ta cần một số kết quả sau.

Mệnh đề 1.1.12. Giả sử χ : R− −→ R+ là một hàm liên tục giảm sao cho

χ(t) > 0 với mọi t < 0 và Ω là miền siêu lồi bị chặn trong Cn. Giả sử µ là

độ đo Radon, triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω và u, v ∈ E(Ω) là các hàm

thỏa mãn χ(u)(ddcu)n ≥ µ, χ(v)(ddcv)n ≥ µ. Khi đó

χ(max(u, v))(ddc max(u, v))n ≥ µ.

Chứng minh. Từ giả thiết ta có

(ddcu)n ≥ 1{u=v}
µ

χ(u)
= 1{u=v}

µ

χ(max(u, v))
.

Tương tự,

(ddcv)n ≥ 1{u=v}
µ

χ(v)
= 1{u=v}

µ

χ(max(u, v))
.

Từ Mệnh đề 4.3 trong [47] ta có

(ddc(max(u, v))n ≥ 1{u=v}
µ

χ(max(u, v))
,

hay

χ(max(u, v))(ddc(max(u, v))n ≥ 1{u=v}µ.

Từ bất đẳng thức trên và kết hợp với Định lý 4.1 trong [47] ta thấy

χ(max(u, v))(ddc max(u, v))n = 1{u>v}χ(max(u, v))(ddc max(u, v))n

+ 1{u=v}χ(max(u, v))(ddc max(u, v))n + 1{u<v}χ(max(u, v))(ddc max(u, v))n

= 1{u>v}χ(u)(ddcu)n + 1{u=v}χ(max(u, v))(ddc max(u, v))n

+ 1{u<v}χ(v)(ddcv)n

≥ 1{u>v}µ+ 1{u=v}µ+ 1{u<v}µ = µ.
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Vậy mệnh đề được chứng minh.

Mệnh đề sau là một kết quả khá cơ bản không chỉ dùng để chứng minh Định

lý 1.2.1 mà còn dùng được cho chứng minh các kết quả khác.

Mệnh đề 1.1.13. Giả sử Ω là miền siêu lồi bị chặn trong Cn và f ∈ E(Ω)∩
MPSH(Ω). Khi đó với mọi u ∈ N (Ω, f) sao cho∫

{u=−∞}∩Ω

(ddcu)n < +∞,

tồn tại v ∈ F(Ω, f) sao cho v ≥ u và

(ddcv)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n.

Chứng minh. Lấy ϕ ∈ N (Ω) sao cho ϕ + f ≤ u ≤ f trên Ω. Ta có thể giả

sử ϕ ≥ u trên Ω. Thật vậy, đặt ψ = max(ϕ, u). Khi đó ψ ∈ N (Ω), ψ ≥ u

trên Ω. Ta dễ thấy rằng ψ + f ≤ u ≤ f trên Ω. Thay ϕ bởi ψ, ta được điều

điều giả sử trên. Mặt khác do (ddcf)n triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω và

0 ≤ ϕ− u ≤ −f , Bổ đề 4.12 trong [5] cho ta

1{u=−∞}(dd
cu)n = 1{ϕ=−∞}(dd

cϕ)n

≤ (ddcϕ)n.

Hơn nữa, bởi Định lý 4.14 trong [5], tồn tại w ∈ N (Ω, f) sao cho ϕ + f ≤
w ≤ f trên Ω và

(ddcw)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n.

Ta có
∫
Ω

(ddcw)n =
∫

{u=−∞}∩Ω

(ddcu)n < +∞ nên Mệnh đề 2.2 trong [34] cho

w ∈ F(Ω, f). Đặt

ψ1 =
(

sup{ψ ∈ PSH−(Ω) : ψ + f ≤ w trên Ω}
)∗
.

Khi đó ψ1 ∈ PSH−(Ω), ϕ ≤ ψ1 và ψ1 + f ≤ w trên Ω. Từ Định lý 2.1 trong

[23] ta có:
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∫
Ω

(ddcψ1)n ≤
∫
Ω

(ddcw)n. (1.1)

Từ ψ1 + f ≤ w trên Ω thì bởi Bổ đề 4.1 trong [5] ta có:

1{w=−∞}(dd
cw)n ≤ 1{ψ1+f=−∞}(dd

c(ψ1 + f))n = 1{ψ1=−∞}(dd
cψ1)n,

Đẳng thức thứ 2 ở trên có được do |ψ1 + f − ψ1| = −f , và bởi Bổ đề 4.12

trong [5]. Nhưng (ddcw)n mang bởi một tập đa cực nên ta được

(ddcw)n = 1{w=−∞}(dd
cw)n ≤ 1{ψ1+f=−∞}(dd

c(ψ1 + f))n

= 1{ψ1=−∞}(dd
cψ1)n ≤ (ddcψ1)n.

(1.2)

Kết hợp (1.1) và (1.2) ta có:

(ddcw)n = 1{ψ1=−∞}(dd
cψ1)n.

Do đó 1{ψ1=−∞}(dd
cψ1)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n.

Đặt v = max(w, u). Ta có ϕ+ f ≤ u ≤ v ≤ f . Do đó, v ∈ N (Ω, f), v ≥ u. Ta

cần chứng minh rằng (ddcv)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n và v ∈ F(Ω, f) và mệnh đề

1.1.13 được chứng minh. Trước hết, ta chú ý rằng v ≤ ψ1 trên Ω. Thật vậy,

bởi vì u+ f ≤ ϕ+ f ≤ w và w + f ≤ w thì v + f = max(w + f, u+ f) ≤ w.

Do đó từ định nghĩa của ψ1 ta có v ≤ ψ1. Mặt khác, từ v, w ∈ N (Ω, f), v ≥
w,
∫
Ω

(ddcw)n < +∞ nên bởi Bổ đề 3.3 trong [5], ta được∫
Ω

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcw)n. (1.3)

Từ u ≤ v ≤ ψ1 Bổ đề 4.1 trong [5] kéo theo:

1{ψ1=−∞}(dd
cψ1)n ≤ 1{v=−∞}(dd

cv)n ≤ 1{u=−∞}(dd
cu)n.

Nhưng ta đã chứng minh được rằng 1{ψ1=−∞}(dd
cψ1)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n nên

1{v=−∞}(dd
cv)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n = (ddcw)n.
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Do đó,

(ddcv)n ≥ (ddcw)n. (1.4)

Từ (1.3) và (1.4) ta có∫
Ω

(ddcw)n ≤
∫
Ω

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcw)n =

∫
{u=−∞}∩Ω

(ddcu)n < +∞.

Do vậy,

(ddcv)n = (ddcw)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n.

Ngoài ra, bởi Mệnh đề 2.2 trong [34] kéo theo v ∈ F(Ω, f). Mệnh đề được

chứng minh.

1.2 Dưới thác triển của hàm đa điều hòa trong lớp Eχ(Ω, f)

Bây giờ chúng tôi trình bày kết quả chính của chương và chứng minh kết

quả chính về dưới thác triển của các hàm đa điều hòa dưới cho lớp Eχ(Ω, f).

Đó là:

Định lý 1.2.1. Giả sử Ω b Ω̃ là những miền siêu lồi bị chặn trong Cn và

f ∈ E(Ω) ∩MPSH(Ω), g ∈ E(Ω̃) ∩MPSH(Ω̃) với f ≥ g trên Ω. Giả sử

χ : R− −→ R+ là hàm liên tục giảm sao cho χ(t) > 0 với mọi t < 0. Khi đó

với mọi u ∈ Eχ(Ω, f) sao cho∫
Ω

[χ(u)− ρ](ddcu)n < +∞,

với ρ nào đó thuộc E0(Ω), tồn tại ũ ∈ Eχ(Ω̃, g) sao cho ũ ≤ u trên Ω và

χ(ũ)(ddcũ)n = 1Ωχ(u)(ddcu)n trên Ω̃.

Để chứng minh định lý trên, ta cần vài bổ đề sau:

Bổ đề 1.2.2. Cho Ω ⊂ Ω̃ là những miền siêu lồi bị chặn trong Cn và f ∈
E(Ω), g ∈ E(Ω̃) ∩MPSH(Ω̃) với f ≥ g trên Ω. Giả sử u ∈ F(Ω, f) sao cho
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(a) (ddcu)n mang bởi một tập đa cực.

(b)
∫
Ω

(ddcu)n < +∞.

Khi đó hàm

ũ := (sup{ϕ ∈ F(Ω̃, g) : ϕ ≤ u trên Ω})∗

thuộc F(Ω̃, g) và (ddcũ)n = 1Ω(ddcu)n trên Ω̃.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát giả sử (ddcu)n mang bởi tập đa cực

{u = −∞}. Do [34] tồn tại v ∈ F(Ω̃, g) sao cho v ≤ u trên Ω và∫
Ω̃

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcu)n.

Từ v ≤ ũ ≤ g trong Ω̃ kéo theo ũ ∈ F(Ω̃, g). Bổ đề 3.3 trong [5] cho ta∫
Ω̃

(ddcũ)n ≤
∫
Ω̃

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcu)n.

Nhưng ũ ≤ u trong Ω nên bởi Bổ đề 4.1 trong [5] ta có

1{ũ=−∞}(dd
cũ)n ≥ 1{u=−∞}(dd

cu)n,

trên Ω. Tuy nhiên, do (ddcu)n mang bởi tập đa cực {u = −∞} nên

(ddcũ)n ≥ 1Ω(ddcu)n trên Ω̃.

Vậy ta có ∫
Ω̃

(ddcũ)n ≤
∫
Ω

(ddcu)n =

∫
Ω∩{u=−∞}

(ddcu)n

≤
∫

Ω∩{ũ=−∞}

(ddcũ)n ≤
∫
Ω̃

(ddcũ)n,

Do đó
∫̃
Ω

(ddcũ)n =
∫
Ω

(ddcu)n suy ra (ddcũ)n = 1Ω(ddcu)n trên Ω̃. Bổ đề được

chứng minh.
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Bổ đề sau được dùng để chứng minh kết quả chính,

Bổ đề 1.2.3. Giả sử Ω là miền siêu lồi bị chặn trong Cn và µ là độ đo Radon

dương, triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω với µ(Ω) < +∞. Cho χ : R− → R+

là hàm liên tục giảm bị chặn thỏa mãn χ(t) > 0 với mọi t < 0 và χ(−∞) = 1.

Giả sử f ∈ E(Ω) ∩MPSH(Ω) và v ∈ F(Ω, f) thỏa mãn (ddcv)n mang bởi

một tập đa cực và ∫
Ω

(ddcv)n < +∞.

Khi đó hàm u xác định bởi

u := (sup{ϕ ∈ E(Ω) : ϕ ≤ v và χ(ϕ)(ddcϕ)n ≥ µ})∗

thuộc lớp N (Ω, f) và

χ(u)(ddcu)n ≥ µ+ (ddcv)n.

Hơn nữa, nếu supp(ddcv)n b Ω và
∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n < +∞ với ρ nào đó thuộc

E0(Ω) thì

χ(u)(ddcu)n = µ+ (ddcv)n.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh u ∈ N (Ω, f). Thật vậy, từ µ triệt

tiêu trên tất cả các tập đa cực của Ω và µ(Ω) < +∞ nên theo Định lý 4.10

trong [42] tồn tại Φ0 ∈ N (Ω) sao cho

χ(Φ0)(ddcΦ0)n = µ.

Đặt Φ1 := Φ0 + v. Khi đó Φ1 ∈ N (Ω, f) và

χ(Φ1)(ddcΦ1)n ≥ χ(Φ0)(ddcΦ0)n = µ.

Vậy u ≥ Φ1 nên u ∈ N (Ω, f). Tiếp theo, ta chứng minh χ(u)(ddcu)n ≥ µ.

Thật vậy, bởi Bổ đề Choquet (xem [14]) và Mệnh đề 1.1.12, ta có thể coi

{ϕj} ⊂ E(Ω), ϕj tăng và hội tụ hầu khắp nơi trên Ω tới u, ϕj ≥ Φ1, và

χ(ϕj)(dd
cϕj)

n ≥ µ.
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Cố định k ≥ 1. Với j ≥ k ta có χ(ϕj) ≤ χ(ϕk). Vậy

χ(ϕk)(dd
cϕj)

n ≥ χ(ϕj)(dd
cϕj)

n ≥ µ.

Do đó

(ddcϕj)
n ≥ 1

χ(ϕk)
µ.

Cho j → +∞, bởi [24] ta có

(ddcu)n ≥ 1

χ(ϕk)
µ.

Do ϕk ↗ u khi k ↗ ∞ ngoài tập đa cực của Ω, µ triệt tiêu trên các tập đa

cực của Ω nên khi cho k → +∞ ta được,

(ddcu)n ≥ 1

χ(u)
µ.

Tiếp theo, ta chứng minh χ(u)(ddcu)n ≥ µ+ (ddcv)n. Thật vậy, từ µ triệt

tiêu trên các tập đa cực của Ω và χ(u)(ddcu)n ≥ µ nên

1{u6=−∞}χ(u)(ddcu)n ≥ 1{u6=−∞}µ+ 1{u=−∞}µ = µ.

Nhưng từ u ≤ v, và χ(−∞) = 1, Bổ đề 4.1 trong [5], cho ta:

1{u=−∞}χ(u)(ddcu)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n ≥ 1{v=−∞}(dd

cv)n.

Do đó,

χ(u)(ddcu)n ≥ µ+ (ddcv)n.

Bây giờ, giả sử supp(ddcv)n b U b Ω và
∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n < +∞. Theo Định lý

2.4 trong [5], ta có thể giả sử ρ ∈ E0(Ω)∩ C(Ω). Bởi Mệnh đề 2.5 trong [5] ta

chọn dãy {vj} ⊂ E0(Ω, f) sao cho supp(ddcvj)
n b U b Ω, vj ↘ v khi j ↗∞.

Từ 0 ≤ χ ≤ 1 và v ≤ vj theo Bổ đề 3.3 trong [5], ta có∫
Ω

χ(vj)(dd
cvj)

n ≤
∫
Ω

(ddcvj)
n ≤

∫
Ω

(ddcv)n < +∞.
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Lại do µ(Ω) < +∞ nên theo Định lý 4.10 trong [42] tồn tại hàm wj ∈ N (Ω, f)

sao cho

χ(wj)(dd
cwj)

n = µ+ χ(vj)(dd
cvj)

n. (1.5)

Điều này kéo theo χ(wj)(dd
cwj)

n ≥ χ(vj)(dd
cvj)

n. Do đó bởi Định lý 4.8

trong [42] ta được wj ≤ vj trên Ω. Đặt

uj := (sup{ϕ ∈ E(Ω) : ϕ ≤ vj và χ(ϕ)(ddcϕ)n ≥ µ})∗.

Ta có uj ≥ wj trên Ω. Từ uj+1 ≤ uj bởi vậy uj+k ≤ uj, ∀k ≥ 0. Do đó,

wj ≤ ψj :=

(
sup
k∈N

wj+k

)∗
≤ uj.

Suy ra ψ := lim
j→+∞

ψj ≤ u := lim
j→+∞

uj. Ngoài ra, từ

(ddc(Φ0 + vj))
n ≥ (ddcΦ0)n + (ddcvj)

n,

và χ(Φ0 + vj) ≥ χ(Φ0), χ(Φ0 + vj) ≥ χ(vj), và do (1.5) ta được

χ(Φ0 + vj)(dd
c(Φ0 + vj))

n ≥ χ(Φ0 + vj)
(

(ddcΦ0)n + (ddcvj)
n
)

= χ(Φ0 + vj)(dd
cΦ0)n + χ(Φ0 + vj)(dd

cvj)
n

≥ χ(Φ0)(ddcΦ0)n + χ(vj)(dd
cvj)

n

= µ+ χ(vj)(dd
cvj)

n = χ(wj)(dd
cwj)

n

Lại theo Định lý 4.8 trong [42] suy ra wj ≥ Φ0 + vj ≥ Φ0 + v. Vậy ψ, ψj ∈
N (Ω, f) và ψj ↘ ψ khi j −→ ∞. Do đó, bởi Bổ đề 3.3 và Hệ quả 3.4 trong
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[5] ta có∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n ≤
∫
Ω

(−ρ)(ddcψ)n = lim
j→∞

∫
Ω

(−ρ)(ddcψj)
n

≤ lim sup
j→∞

∫
Ω

(−ρ)(ddcwj)
n

≤ lim sup
j→∞

∫
Ω

−ρ
χ(ψj)

[µ+ (ddcvj)
n]

≤ lim sup
j→∞

∫
Ω

−ρ
χ(ψj)

µ+ lim sup
j→∞

∫
Ω

−ρ
χ(ψj)

(ddcvj)
n

≤
∫
Ω

−ρ
χ(ψ)

µ+ lim sup
j→∞

∫
U

−ρ
χ(ψj)

(ddcvj)
n,

(1.6)

Trong đó đẳng thức thứ nhất trong (1.6) có được do định lý về sự hội tụ đều,

đánh giá thứ hai bởi vì supp(ddcvj)
n b U b Ω. Từ vj ↘ v ∈ E(Ω) nên theo

Hệ quả 3.3 trong [24] ta thấy −ρ(ddcvj)
n hội tụ yếu tới −ρ(ddcv)n. Nhưng

1
χ(ψj)

liên tục trên và giảm tới 1
χ(ψ) . Do đó ta có đánh giá biểu thức thứ hai

trong (1.6) như sau

lim sup
j→∞

∫
U

−ρ
χ(ψj)

(ddcvj)
n ≤

∫
U

−ρ
χ(ψ)

(ddcv)n (1.7)

≤
∫
Ω

−ρ
χ(ψ)

(ddcv)n ≤
∫
Ω

−ρ
χ(u)

(ddcv)n.

Kết hợp (1.6) và (1.7) Ta có∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n ≤
∫
Ω

−ρ
χ(u)

[µ+ (ddcv)n].

Mặt khác, từ
∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n < +∞ và

−ρ(ddcu)n ≥ −ρ
χ(u)

[µ+ (ddcv)n]
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nên

(−ρ)(ddcu)n =
−ρ
χ(u)

[µ+ (ddcv)n].

Suy ra χ(u)(ddcu)n = µ+ (ddcv)n và đó là điều phải chứng minh.

Bây giờ ta chứng minh Định lý 1.2.1.

Chứng minh Định lý 1.2.1.

Chứng minh. Để chứng minh định lý ta xét hai trường hợp.

Trường hợp 1. χ(−∞) = +∞. Từ u ∈ Eχ(Ω, f) và χ(t) > 0 ∀t < 0, nên theo

Hệ quả 3.3 trong [42] thì u ∈ N (Ω, f). Mặt khác do
∫
Ω

χ(u)(ddcu)n < +∞ và

χ(−∞) = +∞ chúng ta có (ddcu)n triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω. Do

đó u ∈ N a(Ω, f). Từ 1Ωχ(u)(ddcu)n là độ đo Radon dương và triệt tiêu trên

các tập đa cực của Ω̃ và
∫
Ω

χ(u)(ddcu)n < +∞ nên theo Định lý 4.10 trong

[42] thì tồn tại ũ ∈ Eχ(Ω̃, g) sao cho

χ(ũ)(ddcũ)n = 1Ωχ(u)(ddcu)n,

trên Ω̃. Từ ũ ≤ g trên Ω̃ suy ra ũ ≤ f trên Ω. Đặt w = max(ũ, u) trên Ω thì

w ∈ E(Ω, f). Theo Mệnh đề 1.1.12 thì χ(w)(ddcw)n ≥ χ(u)(ddcu)n trên Ω.

Do đó, theo Định lý 4.8 trong [42] thì w ≤ u trên Ω. Suy ra ũ ≤ u trên Ω.

Vậy ũ là dưới thác triển cần tìm.

Trường hợp 2. χ(−∞) < +∞. Không mất tính tổng quát giả sử χ(−∞) = 1.

Theo định nghĩa lớp Eχ(Ω, f) tồn tại hàm ϕ ∈ Eχ(Ω) sao cho

ϕ+ f ≤ u ≤ f,

trên Ω. Theo Hệ quả 3.3 trong [42] thì ϕ ∈ N (Ω) nên u ∈ N (Ω, f). Mặt khác

từ ∫
Ω∩{u=−∞}

(ddcu)n ≤
∫
Ω

χ(u)(ddcu)n < +∞,

theo Mệnh đề 1.1.13 thì tồn tại v ∈ F(Ω, f) sao cho v ≥ u và

(ddcv)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n.
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Đặt

w := (sup{ϕ ∈ E(Ω) : ϕ ≤ v và χ(ϕ)(ddcϕ)n ≥ 1{u>−∞}χ(u)(ddcu)n})∗.

ta có u ≤ w. Bởi Bổ đề 1.2.3 ta có w ∈ N (Ω, f) và

χ(w)(ddcw)n ≥ 1{u>−∞}χ(u)(ddcu)n + (ddcv)n

= χ(u)(ddcu)n ≥ χ(w)(ddcu)n.

Từ đó (ddcw)n ≥ (ddcu)n trên Ω. Dùng Hệ quả 3.3 trong [5], ta có

0 ≤
∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n ≤
∫
Ω

(−ρ)(ddcw)n ≤
∫
Ω

(−ρ)(ddcu)n < +∞.

Từ đó (ddcw)n = (ddcu)n. Theo Định lý 3.6 trong [5], ta được w = u.

Đặt

ṽ :=
(

sup{ϕ ∈ N (Ω̃, g) : ϕ ≤ v trên Ω}
)∗
.

Theo chứng minh của Bổ đề 1.2.2 ta có ṽ ∈ F(Ω̃, g), ṽ ≤ v trên Ω và

(ddcṽ)n = 1Ω(ddcv)n trên Ω̃. Tiếp theo, đặt

ũ := (sup{ϕ ∈ E(Ω̃) : ϕ ≤ ṽ and χ(ϕ)(ddcϕ)n ≥ 1Ω∩{u>−∞}χ(u)(ddcu)n})∗.

Do Bổ đề 1.2.3 ta có ũ ∈ N (Ω̃, g).

Ta chứng minh ũ ∈MPSH(Ω̃\Ω). Thật vậy, lấy ϕ ∈ PSH(Ω̃\Ω) và ω b Ω̃\Ω
sao cho ϕ ≤ ũ trên ∂ω. Đặt

` =

max(ϕ, ũ) trên ω

ũ trên Ω̃ \ ω.
(1.8)

Theo định lý dán hai hàm đa điều hòa dưới trong [48], ta có ` ∈ PSH(Ω̃) và

` ≤ g trên ∂ω. Bởi vì g ∈ MPSH(Ω̃) nên ` ≤ g trên Ω̃. Vậy ũ ≤ ` trên Ω̃,

kéo theo, ` ∈ N (Ω̃, g). Mặt khác, ` = ũ ≤ ṽ ≤ v trên Ω theo định nghĩa của

ṽ thì ` ≤ ṽ trên Ω̃. Lại theo Bổ đề 1.2.3 ta có

χ(ũ)(ddcũ)n ≥ 1Ω∩{u>−∞}χ(u)(ddcu)n.
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Do đó,

1Ωχ(ũ)(ddcũ)n ≥ 1Ω∩{u>−∞}χ(u)(ddcu)n.

Mặt khác ta có thể viết

χ(`)(ddc`)n = 1Ωχ(`)(ddc`)n + 1Ω̃\Ωχ(`)(ddc`)n ≥ 1Ωχ(`)(ddc`)n

và trên Ω ta có ` = ũ. Vậy

χ(`)(ddc`)n ≥ 1Ω∩{u>−∞}χ(u)(ddcu)n.

Theo định nghĩa của ũ ta được ` ≤ ũ. Do đó ϕ ≤ ũ trên Ω̃ \ Ω. Vậy ũ ∈
MPSH(Ω̃\Ω).

Từ ũ ∈MPSH(Ω̃\Ω) nên (ddcũ)n = 0 trên Ω̃\Ω. Bởi vì Ω b Ω̃ nên∫
Ω̃

(ddcũ)n =

∫
Ω

(ddcũ)n < +∞.

Hơn nữa, từ supp(ddcṽ)n ⊂ Ω b Ω̃ bởi Bổ đề 1.2.3 ta có

χ(ũ)(ddcũ)n = 1Ω∩{u>−∞}χ(u)(ddcu)n + (ddcṽ)n

= 1Ωχ(u)(ddcu)n.

Mặt khác, theo định nghĩa của ũ và w ta có ũ ≤ w trên Ω. Vậy ũ ≤ u trên

Ω.

Cuối cùng ta chứng minh ũ ∈ Eχ(Ω̃, g). Từ ũ ∈ N (Ω̃, g) và∫
Ω̃

(ddcũ)n < +∞,

nên theo Định lý 2.1 trong [23] thì tồn tại ψ ∈ F(Ω̃) sao cho ψ + g ≤ ũ ≤ g

on Ω̃ và ∫
Ω̃

(ddcψ)n ≤
∫
Ω̃

(ddcũ)n.
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Bởi vì 0 ≤ χ ≤ 1 nên∫
Ω̃

χ(ψ)(ddcψ)n ≤
∫
Ω̃

(ddcψ)n ≤
∫
Ω̃

(ddcũ)n < +∞.

Định lý 2.7 trong [11] cho ta ψ ∈ Eχ(Ω̃). Do đó ũ ∈ Eχ(Ω̃, g) và định lý được

chứng minh.

Kết luận chương 1: Từ chứng minh được Định lí 1.2.1 đã cho ta quả

chính của chương 1 là,

• Chỉ ra được sự tồn tại dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới với giá trị

biên trong lớp năng lượng phức có trọng trên miền siêu lồi bị trặn trong Cn.

• Chứng tỏ được rằng trong lớp Eχ(Ω, f), với Ω là miền siêu lồi bị chặn trong

Cn thì độ đo Monge-Apère của hàm dưới thác triển và hàm đã cho là không

thay đổi.



Chương 2

Dưới thác triển các hàm đa điều hoà

dưới trong miền siêu lồi không bị

chặn và ứng dụng

Như đã trình bày ở Phần mở đầu, trong chương 2 chúng tôi sẽ trình bày

vấn đề dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới trong lớp F(Ω, f) với Ω là

miền siêu lồi không bị chặn. Phần ứng dụng chúng tôi giải quyết bài toán

xấp xỉ của các hàm đa điều hòa với giá trị biên trong miền siêu lồi không bị

chặn Cn.

Chương 2 gồm ba phần. Trong phần đầu, chúng tôi trình bày một số khái

niệm và mệnh đề cần thiết cho các chứng minh ở phần tiếp theo. Phần hai

là các bổ đề và chứng minh định lý chính. Phần ba là phần ứng dụng, ở đây

chúng tôi áp dụng kết quả của dưới thác triển trên miền siêu lồi không bị

chặn vào bài toán xấp xỉ các hàm đa điều hòa dưới bằng dãy tăng các hàm

đa điều hòa dưới trên các miền rộng hơn.

Chương 2 được viết dựa trên bài báo [2] (trong danh mục công trình đã

công bố liên quan đến luận án).

40
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2.1 Một số khái niệm và kết quả bổ trợ

Định nghĩa 2.1.1. Cho Ω là một miền trong Cn. Hàm đa điều hòa dưới âm

u ∈ PSH−(Ω) gọi là hàm đa điều hòa dưới chặt nếu với mọi U b Ω, tồn

tại λ > 0 sao cho hàm u(z)− λ|z|2 ∈ PSH(U). Nghĩa là ddcu ≥ λβ trên U ,

trong đó β = i
2

n∑
j=1

dzj ∧ dz̄j là dạng Kähler chính tắc trong Cn.

Kí hiệu PSHs(Ω) là tập tất cả các hàm đa điều hòa dưới chặt trong Ω.

Trong [44] đã đưa ra Ví dụ 3.2 chứng tỏ rằng tồn tại miền siêu lồi không

bị chặn Ω ⊂ Cn sao cho PSHs(Ω)∩L∞(Ω) 6= ∅, cụ thể [44] đưa ra ví dụ sau

đây,

Ví dụ 2.1.2. Giả sử n ≥ 1 là số nguyên dương. Đặt ρ(z) := 12|<z1|2 −
1

(|z1|2+1)2 +
∑n

j=2 |zj|2, trong đó z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn, zj = xj + iyj, j =

1, . . . , n. Giả sử Ω là thành phần liên thông của tập mở

{z ∈ Cn : ρ(z) < 0}.

Khi đó Ω chứa đường thẳng (iy1, 0), y1 ∈ R, nên Ω là miền siêu lồi không bị

chặn trong Cn và ρ là hàm đa điều hòa dưới chặt bị chặn trên Ω (xem Ví dụ

3.2 trong [44]).

Do đó trong suốt chương này ta luôn đặt điều kiện rằng PSHs(Ω) ∩
L∞(Ω) 6= ∅, bởi vì với điều kiện đó trong trường hợp Ω là miền siêu lồi

không bị chặn trong Cn, Mệnh đề 4.2 trong [44] đã cho ta một kết quả quan

trọng là: Nếu u ∈ E(Ω, f) thì u ∈ E(D) với mọi miền siêu lồi bị chặn D b Ω

và do đó trong trường hợp này toán tử Monge-Ampère phức (ddc.)n được xác

định trong lớp E(Ω, f).

Trong chương này ta phải sử dụng các lớp E0(Ω),F(Ω), E(Ω) và F(Ω, f)

trong trường hợp Ω là miền siêu lồi không bị chặn trong Cn( xem Định nghĩa

2 ở phần Tổng quan) các lớp này đã được nghiên cứu và giới thiệu trong [44].

Chúng ta tiếp tục sử dụng lớp các hàm đa điều hòa dưới cực đại, hàm đa điều

hòa dưới cực đại âm trên Ω đã được nêu ra trong Định nghĩa 1.1.4 ở chương
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1. Bây giờ chúng ta cho một kết quả liên quan đến lớp F(Ω, f) khi Ω là miền

siêu lồi không bị chặn trong Cn.

Mệnh đề 2.1.3. Giả sử Ω là miền siêu lồi không bị chặn trong Cn sao

cho PSHs(Ω) ∩ L∞(Ω) 6= ∅ và giả sử f ∈ MPSH−(Ω) ∩ C(Ω). Giả sử

u, v ∈ F(Ω, f). Khi đó ta có kết quả sau.

(a) Nếu u ≤ v thì ∫
Ω

(ddcu)n ≥
∫

Ω

(ddcv)n.

(b) Nếu u ≤ v, (ddcu)n ≤ (ddcv)n và
∫

Ω(ddcu)n <∞ thì u = v.

Chứng minh. Lấy ψ ∈ F(Ω) sao cho ψ + f ≤ u ≤ f trên Ω. Cho {Ωj}∞j=1 là

dãy các miền siêu lồi bị chặn sao cho Ωj b Ωj+1 b Ω và Ω =
∞⋃
j=1

Ωj. Đặt

ψj := (sup{ϕ ∈ PSH−(Ω) : ϕ ≤ ψ trên Ω\Ωj})∗.

Từ ψ ∈ F(Ω), ψ ≤ ψj thì theo Mệnh đề 3.3 trong [44] ta có ψj ∈ F(Ω) và dãy

{ψj}∞j=1 là dãy tăng . Ta thấy ψj ↗ 0 hầu khắp nơi(h.k.n) trong Ω khi j ↗∞.

Thật vậy, đặt w = ( lim
j→∞

ψj)∗ thì ψj ≤ w trên Ω và w ∈ F(Ω). Mặt khác, ta

thấy ψj ∈MPSH(Ωj). Áp dụng Mệnh đề 4.2 trong [44] cho f = 0 và sử dụng

kết quả trong [17] ta được (ddcψj)n(Ωj) = 0. Theo đó ta có (ddcψj)n(Ωk) = 0

với k ≤ j. Nhưng theo Mệnh đề 4.2 trong [44], ψj, w ∈ E(Ωk) với mọi j > k

và ψj ↗ w trong Cn - dung lượng trên Ωk, theo kết quả trong [24] ta có

(ddcψj)n hội tụ yếu đến (ddcw)n trên Ωk.

Vậy (ddcw)n(Ωk) ≤ lim inf(ddcψj)n(Ωk) = 0 với mọi k. Do đó (ddcw)n(Ωk) =

0 với mọi k. Cho k → ∞ với chú ý Ωk ↗ Ω ta được (ddcw)n(Ω) = 0. Lấy

% ∈ E0(Ω), % < 0 trên Ω. Theo Mệnh đề 3.3 trong [44] ta được max(%, w) ∈
E0(Ω). Bởi Mệnh đề 4.5 trong [44] ta được

0 ≤
∫

Ω

(ddc max(ρ, w))n ≤
∫

Ω

(ddcw)n = 0.

Do vậy, (ddc max(ρ, w))n = 0 trong Ω và theo Mệnh đề 3.3 trong [44] ta có

max(ρ, w) = 0 trên Ω. Vậy, w = 0 trên Ω .
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(a) Từ u = max(u, v + ψj) trên Ω\Ωj, lấy Ωj ⊂ G ⊂ Ω thì ta có

∫
Ω

(ddcu)n =

∫
G

(ddcu)n +

∫
Ω\G

(ddcu)n

=

∫
G

(ddcu)n +

∫
Ω\G

(ddc max(u, v + ψj))n

=

∫
G

(ddc max(u, v + ψj))n +

∫
Ω\G

(ddc max(u, v + ψj))n

=

∫
Ω

(ddc max(u, v + ψj))n.

Mặt khác do max(u, v + ψj) ↗ v bởi vậy theo [24] ta được (ddc max(u, v +

ψj))n −→ (ddcv)n yếu. Do đó,∫
Ω

(ddcu)n = lim inf
j→∞

∫
Ω

(ddc max(u, v + ψj))n ≥
∫

Ω

(ddcv)n.

(b) Trước hết ta chứng minh rằng:

(ddcu)n = (ddc max(u, v + ψj))n trên Ω.

Thật vậy, lấy D b Ω là miền siêu lồi bị chặn. Do Mệnh đề 4.2 trong [44]

ta có u, v ∈ E(D). Mặt khác, từ u ≤ max(u, v + ψj) ≤ v trong D nên

{v = −∞} ∩ D ⊂ {max(u, v + ψj) = −∞} ∩ D ⊂ {u = −∞} ∩ D. Do đó

theo Bổ đề 4.1 trong [5], ta có đánh giá sau:

1{{v=−∞}∩D}(dd
cv)n ≤ 1{{max(u,v+ψj)=−∞}∩D}(dd

cv)n

≤ 1{{max(u,v+ψj)=−∞}∩D}(dd
c max(u, v + ψj))n

≤ 1{{u=−∞}∩D}(dd
c max(u, v + ψj)n

≤ 1{{u=−∞}∩D}(dd
cu)n

≤ 1{{u=−∞}∩D}(dd
cv)n = 1{{v=−∞}∩D}(dd

cv)n.

Do đó, ta có

1{{max(u,v+ψj)=−∞}∩D}(dd
c max(u, v + ψj))n = 1{{u=−∞}∩D}(dd

cu)n. (2.1)
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Tuy nhiên, Bởi Mệnh đề 4.3 trong [47] chúng ta có

1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D(ddc max(u, v + ψj))n ≥ 1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D1{u≥v+ψj}(dd
cu)n

+ 1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D1{u<v+ψj}(dd
c(v + ψj))n.

Nhưng (ddc(v+ψj))n ≥ (ddcv)n+(ddcψj)n và theo giả thiết (ddcv)n ≥ (ddcu)n

nên ta đánh giá vế phải của bất đẳng thức trên như sau:

1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D1{u≥v+ψj}(dd
cu)n

+ 1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D1{u<v+ψj}((dd
cu)n + (ddcψj)n)

≥ 1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D(ddcu)n ≥ 1{u>−∞}∩D(ddcu)n.

Từ đó ta được:

1{max(u,v+ψj)>−∞}∩D(ddc max(u, v + ψj))n ≥ 1{u>−∞}∩D(ddcu)n. (2.2)

Kết hợp (2.1) và (2.2) ta có:

1D(ddc max(u, v + ψj))n ≥ 1D(ddcu)n.

Do D b Ω là miền siêu lồi bị chặn bất kỳ nên

(ddc max(u, v + ψj))n ≥ (ddcu)n,

trên Ω. Mặt khác, do u,max(u, v+ψj) ∈ F(Ω, f) và u ≤ max(u, v+ψj) theo

phần (a) ta có: ∫
Ω

(ddc max(u, v + ψj))n ≤
∫

Ω

(ddcu)n <∞.

Vậy ta được

(ddc max(u, v + ψj))n = (ddcu)n trên Ω

Lấy ϕ ∈ PSHs(Ω)∩L∞(Ω) sao cho −1 ≤ ϕ < 0. Từ {u 6= max(u, v+ψj)} ⊂
Ωj b Ω và theo mệnh đề 3.1 trong [47] ta có

1

n!

∫
Ω

[max(u, v + ψj)− u]n(ddcϕ)n =
1

n!

∫
Ωj

[(max(u, v + ψj)− u]n(ddcϕ)n

≤
∫

Ωj

ϕ[(ddc max(u, v + ψj))n − (ddcu)n] = 0.
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suy ra u = max(u, v + ψj) trong Ω. Cho j ↗ ∞ ta có u = max(u, v) = v

trong Ω và được điều phải chứng minh.

2.2 Dưới thác triển trên miền siêu lồi không bị chặn

Định lý chính của chương này là mở rộng kết quả ở trong [41] cho trường

hợp Ω là siêu lồi không bị chặn.

Định lý 2.2.1. Giả sử Ω ⊂ Ω̃ là các miền siêu lồi không bị chặn trong Cn

sao cho PSHs(Ω̃)∩L∞(Ω̃) 6= ∅. Khi đó với mọi f ∈MPSH−(Ω̃)∩ C(Ω̃) và

mọi u ∈ F(Ω, f) sao cho ∫
Ω

(ddcu)n <∞,

tồn tại ũ ∈ F(Ω̃, f) sao cho ũ ≤ u trên Ω và

(ddcũ)n = 1Ω(ddcu)n trên Ω̃.

Ta cần có một số bổ đề sau.

Bổ đề 2.2.2. Cho Ω là miền siêu lồi bị chặn trong Cn và f ∈MPSH−(Ω)∩
E(Ω). Giả sử w ∈ E(Ω) và µ là độ đo Borel dương trong Ω sao cho w ≤ f

trong Ω, µ ≤ (ddcw)n trong Ω và
∫

Ω(ddcw)n <∞. Khi đó tồn tại u ∈ F(Ω, f)

sao cho u ≥ w và (ddcu)n = µ trong Ω.

Chứng minh. Để chứng minh bổ đề trên ta xét hai trường hợp sau.

Trường hợp 1. µ mang bởi một tập đa cực của Ω. Theo Định lý 2.1 trong

[23] tồn tại g ∈MPSH−(Ω) ∩ E(Ω) và v ∈ F(Ω) sao cho

v + g ≤ w ≤ g trên Ω,

và ∫
Ω

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcw)n.
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Đặt ψ = max(v, w). Khi đó ψ ∈ F(Ω), ψ ≥ w trên Ω. Từ ψ ≥ v trên Ω nên

ta có: ∫
Ω

(ddcψ)n ≤
∫
Ω

(ddcv)n ≤
∫
Ω

(ddcw)n.

Mặt khác ψ+g ≤ w ≤ g trên Ω, vì ψ+g = max(v, w)+g = max(v+g, w+g) ≤
w. Do đó, 0 ≤ ψ − w ≤ −g nên Hệ quả 4.12 trong [5] cho ta:

1{ψ=−∞}(dd
cψ)n = 1{w=−∞}(dd

cw)n trong Ω.

Do µ mang bởi tập đa cực của Ω nên tồn tại A ⊂ Ω sao cho µ(Ω) = µ(A).

µ = 1Aµ ≤ 1A(ddcw)n = 1{w=−∞}∩A(ddcw)n + 1{w>−∞}∩A(ddcw)n

≤ 1w=−∞(ddcw)n,

trong Ω(vì 1{w>−∞}∩A(ddcw)n = 0). Do đó,

µ ≤ (ddcψ)n,

trong Ω.

Theo Định lý 4.14 trong [5] và Mệnh đề 2.2 trong [34] tồn tại ϕ ∈ F(Ω)

sao cho ϕ ≥ ψ và (ddcϕ)n = µ. Đặt

u =
(

sup{v ∈ PSH−(Ω) : v ≤ min(f, ϕ) trong Ω}
)∗
.

Khi đó u ≥ w trong Ω.

Mà ϕ+ f ≤ f , ϕ+ f ≤ ϕ nên ϕ+ f ≤ min(ϕ, f). Do đó ϕ+ f ≤ u ≤ f nên

u ∈ F(Ω, f).

Mặt khác, từ ϕ+ f ≤ u ≤ ϕ nên 0 ≤ ϕ− u ≤ −f trên Ω. Lại do Bổ đề 4.12

trong [5] ta có:

1{u=−∞}(dd
cu)n = 1{ϕ=−∞}(dd

cϕ)n, (2.3)

trong Ω. Mặt khác bởi vì µ mang bởi một tập đa cực trong Ω và µ =

(ddcϕ)n, ϕ ∈ F(Ω) thì theo Định lý 5.11 trong [21] ta có:

µ = (ddcϕ)n = 1{ϕ=−∞}(dd
cϕ)n, (2.4)
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trong Ω. Suy ra 1{ϕ>−∞}(dd
cϕ)n = 0 trong Ω.

Ngoài ra, bởi Mệnh đề 2.2 trong [44] ta có;

1{u>−∞}(dd
cu)n ≤ (ddcϕ)n,

trong Ω. Từ u ≤ ϕ trong Ω ta có:

1{u>−∞}(dd
cu)n = 1{u>−∞}∩{ϕ>−∞}(dd

cu)n = 1{ϕ>−∞}1{u>−∞}(dd
cu)n

≤ 1{ϕ>−∞}(dd
cϕ)n.

Do đó ta được

0 ≤ 1{u>−∞}(dd
cu)n ≤ 1{ϕ>−∞}(dd

cϕ)n = 0,

trong Ω. Vậy

1{u>−∞}(dd
cu)n = 0,

trong Ω. Bây giờ, từ (2.3) và (2.4) ta có

µ = 1{u=−∞}(dd
cu)n = (ddcu)n,

trong Ω. Và được điều cần chứng minh.

Trường hợp 2. µ là độ đo Borel bất kỳ. Theo trường hợp 1 tồn tại v ∈
F(Ω, f) sao cho v ≥ w và

(ddcv)n = 1{w=−∞}µ, (2.5)

trong Ω. Mặt khác, theo giả thiết

1{w>−∞}µ ≤ 1{w>−∞}(dd
cw)n,

và do đó độ đo 1{w>−∞}µ triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω. Do Bổ đề

5.14 trong [21] tồn tại h ∈ F(Ω), (ddch)n = 1{w>−∞}µ. Đặt g = h + v thì

g ∈ F(Ω, f), g ≤ v trên Ω và (ddcg)n ≥ (ddch)n = 1{w>−∞}µ.

Tiếp theo, đặt g̃ = max(g, w). Vì g ≤ g̃ = max(g, w) ≤ f , g ∈ F(Ω, f) nên

g̃ ∈ F(Ω, f). Lại do g ≤ v, w ≤ v, nên g̃ ≤ v , g̃ ≥ w trên Ω, nên theo Mệnh

đề 4.3 trong [47] ta có (ddcg̃)n ≥ 1{w>−∞}µ. Đặt

u =
(

sup{ϕ ∈ F(Ω, f) : ϕ ≤ v và (ddcϕ)n ≥ 1{w>−∞}µ trong Ω}
)∗
.
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Ta có u ≥ g̃ ≥ w trên Ω. Do đó, u ∈ F(Ω, f).

Chúng ta sẽ chứng minh rằng (ddcu)n = µ. Trước hết ta chứng minh: (ddcu)n ≥
µ trên Ω.

Thật vậy, theo bổ đề Choquet trong [14] tồn tại dãy {ϕj} ⊂ E(Ω) sao cho

ϕj ≤ v trên Ω, (ddcϕj)
n ≥ 1{w>−∞}µ và

u =
(

sup
j∈N∗

ϕj

)∗
.

Bởi Mệnh đề 1.1.12 ta có thể thay ϕj bằng max{w,ϕ1, . . . , ϕj}. Do đó, ta có

thể giả sử ϕj ≥ w trên Ω, (ddcϕj)
n ≥ 1{w>−∞}µ, ϕj ↗ u h.k.n. Vậy, ϕj → u

trong Cn- dung lượng. Do đó bởi [24] (ddcϕj)
n −→ (ddcu)n yếu. Do đó theo

định nghĩa

∀ θ ∈ C∞0 (Ω) :

∫
Ω

θ(ddcϕj)
n ≥

∫
Ω

θ1{w>−∞}dµ

Do đó, ∫
Ω

θ(ddcu)n ≥
∫
Ω

θ1{w>−∞}dµ,

và suy ra, (ddcu)n ≥ 1{w>−∞}µ.

Từ w ≤ u ta có

1{u>−∞}(dd
cu)n ≥ 1{u>−∞}1{w>−∞}µ = 1{u>−∞}∩{w>−∞}µ

≥ 1{w>−∞}µ.

Mặt khác, từ w ≤ u ≤ v trên Ω ta có: {w = −∞} = {u = −∞} ∪ {(w =

−∞) ∩ (u > −∞)}. Vậy

1{w=−∞}(dd
cu)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n + 1{(w=−∞)∩(u>−∞)}(dd
cu)n.

Do đó

1{w=−∞}(dd
cu)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n.

Do 1{(w=−∞)∩(u>−∞)}(dd
cu)n = 0 nên theo Bổ đề 4.1 trong [5] và (2.5) ta có:

1{u=−∞}(dd
cu)n = 1{w=−∞}(dd

cu)n ≥ 1{w=−∞}(dd
cv)n = 1{w=−∞}µ. (2.6)
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Từ (2.6) suy ra:

(ddcu)n = 1{u>−∞}(dd
cu)n + 1{u=−∞}(dd

cu)n

≥ 1{w>−∞}µ+ 1{w=−∞}µ = µ.
(2.7)

Với mỗi j = 1, 2, . . . , . . . , đặt

vj =
(

sup{ϕ ∈ E(Ω) : ϕ ≤ max(v, f − j), (ddcϕ)n ≥ 1{w>−∞}µ}
)∗
.

Do đó u ≤ vj trên Ω, ∀j. Vậy vj ∈ F(Ω, f) với mọi j ≥ 1. Mà vj+1 ≤ vj và

u = lim
j→∞

vj. Và do max(v, f−j) ≥ f−j trên Ω và max(v, f−j), f−j ∈ E(Ω)

nên từ Bổ đề 4.1 trong [5] với mọi tập đa cực A ⊂ Ω ta có∫
A

(ddc max(v, f − j))n ≤
∫
A

(ddcf)n = 0.

Như vậy, (ddc max(v, f − j))n triệt tiêu trên các tập đa cực trong Ω và

1{w>−∞}µ + (ddc max(v, f − j))n cũng triệt tiêu trên các tập đa cực. Nên

theo Định lý 3.9 trong [23], tồn tại hàm gj ∈ F(Ω, f) sao cho

(ddcgj)
n = 1{w>−∞}µ+ (ddc max(v, f − j))n.

Từ (ddcgj)
n ≥ (ddc max(v, f−j))n trên Ω nên gj ≤ max(v, f−j) trên Ω (theo

Định lý 3.8 trong [23]). Từ định nghĩa, ta cũng có gj ≤ vj trên Ω. Nhưng

max(v, f − j)↘ v khi j →∞ và max(v, f − j), v ∈ F(Ω, f) thì theo Hệ quả

3.4 trong [5] ta có

lim
j→∞

∫
Ω

(ddc max(v, f − j))n =

∫
Ω

(ddcv)n = 1{w=−∞}µ.

Sử dụng Mệnh đề 2.2 trong [34] ta được kết quả sau:∫
Ω

(ddcu)n = lim
j→∞

∫
Ω

(ddcvj)
n

≤ lim
j→∞

∫
Ω

(ddcgj)
n = 1{w>−∞}µ+ lim

j→∞

∫
Ω

(ddc max(v, f − j))n

= 1{w>−∞}µ+ 1{w=−∞}µ = µ(Ω).
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Từ (2.7) và đánh giá trên ta suy ra (ddcu)n = µ và ta được điều phải chứng

minh.

Bổ đề 2.2.3. Giả sử Ω là miền siêu lồi không bị chặn trong Cn sao cho

PSHs(Ω) ∩ L∞(Ω) 6= ∅ và f ∈ MPSH−(Ω) ∩ C(Ω). Giả sử {Ωj}∞j=1 là dãy

tăng các miền siêu lồi bị chặn sao cho Ωj b Ωj+1 b Ω và Ω =
∞⋃
j=1

Ωj. Khi đó

với mọi u ∈ F(Ω, f) sao cho ∫
Ω

(ddcu)n <∞,

thì tồn tại dãy giảm uj ∈ F(Ωj, f) sao cho uj ↘ u trong Ω và (ddcuj)
n =

(ddcu)n trong Ωj.

Chứng minh. Theo giả thiết u ∈ F(Ω, f), PSHs(Ω) ∩ L∞(Ω) 6= ∅ và bởi

Mệnh đề 4.2 trong [44] cho ta u ∈ E(Ωj) ∀j ≥ 1. Từ f ∈MPSH−(Ω)∩C(Ω)

và theo định nghĩa của hàm đa điều hòa dước cực đại nên f ∈MPSH−(Ωj)∩
E(Ωj) ∀j ≥ 1.

Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại dãy giảm ψj ∈ F(Ωj, f) sao cho ψj ≥ ψj+1 ≥ u

trong Ωj và

(ddcψj)
n = 1{u=−∞}(dd

cu)n,

trong Ωj. Thật vậy, ta sẽ dùng phương pháp quy nạp để xây dựng dãy ψj.

Đặt Ω0 = ∅. Theo Bổ đề 2.2.2 tồn tại v1 ∈ F(Ω1, f) sao cho v1 ≥ u trong Ω1

và

(ddcv1)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n,

trong Ω. Đặt ψ1 = v1. Giả sử ta đã xác định được ψj ∈ F(Ωj, f), ψj ≥ ψj+1 ≥
u trong Ωj và (ddcψj)

n = 1{u=−∞}(dd
cu)n trong Ωj với j = 1, . . . , k. Tiếp theo

ta sẽ tìm ψk+1 ∈ F(Ωk+1, f) sao cho ψk+1 ≥ u trên Ωk+1, ψk+1 ≤ ψk trên

Ωk và (ddcψk+1)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n trong Ωk+1. Bởi Bổ đề 2.2.2 tồn tại dãy

vk+1 ∈ F(Ωk+1, f) sao cho vk+1 ≥ u trên Ωk+1 và

(ddcvk+1)n = 1(Ωk+1\Ωk)∩{u=−∞}(dd
cu)n, (2.8)
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trong Ωk+1. Từ Định lý 1.1 trong [34] tồn tại wk ∈ F(Ωk+1, f), sao cho

wk ≤ ψk trong Ωk và∫
Ωk+1

(ddcwk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcψk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcu)n ≤
∫

Ω

(ddcu)n <∞.

Đặt ψ̃k = max(wk, u) trên Ωk+1.

Ta có f ≥ ψ̃k ≥ wk > h + f , h ∈ F(Ωk+1, f). Do đó ψ̃k ∈ F(Ωk+1, f) và

ψ̃k ≥ u trên Ωk+1. Mặt khác sử dụng Mệnh đề 2.2 trong [34] ta được∫
Ωk+1

(ddcψ̃k)
n ≤

∫
Ωk+1

(ddcwk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcψk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcu)n <∞.

và ψ̃k ≤ ψk trong Ωk, do vậy {ψk = −∞} ⊂ {ψ̃k = −∞}. Bởi Bổ đề 4.1 trong

[5] ta có:

(ddcψ̃k)
n ≥ 1{ψ̃k=−∞}(dd

cψ̃k)
n ≥ 1{ψ̃k=−∞}(dd

cψk)
n

≥ 1{ψk=−∞}(dd
cψk)

n,
(2.9)

trong Ω. Ta chứng minh 1{ψk=−∞}(dd
cψk)

n = (ddcψk)
n trong Ωk. Thật vậy,

từ u ≤ ψk trong Ωk nên {ψk = −∞} ⊂ {u = −∞}. Viết {u = −∞} = {ψk =

−∞} ∪ ({u = −∞} ∩ {ψk > −∞}) do vậy:

1{u=−∞}(dd
cψk)

n = 1{ψk=−∞}(dd
cψk)

n + 1({u=−∞}∩{ψk>−∞})(dd
cψk)

n

= 1{ψk=−∞}(dd
cψk)

n,

trong Ωk. Theo quy nạp ta có: (ddcψk)
n = 1{u=−∞}(dd

cu)n trong Ωk. Vậy

1{ψk=−∞}(dd
cψk)

n = 1{u=−∞}(dd
cψk)

n = 1{u=−∞}(dd
cu)n = (ddcψk)

n trong

Ωk.

Mặt khác, ∫
Ωk

(ddcψk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcψ̃k)
n ≤

∫
Ωk+1

(ddcψ̃k)
n

≤
∫

Ωk

(ddcψk)
n <∞.
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Do đó,

(ddcψ̃k)
n = 1Ωk

(ddcψk)
n = 1Ωk∩{u=−∞}(dd

cu)n

trong Ωk+1. Đặt

ψk+1 :=
(

sup{ϕ ∈ PSH−(Ωk+1) : ϕ ≤ min(vk+1, ψ̃k) trong Ωk+1}
)∗
.

Do vk+1+ψ̃k ≤ ψ̃k+1, vk+1+ψ̃k ∈ F(Ωk+1, f) nên ψk+1 ∈ F(Ωk+1, f), ψk+1 ≥ u

trên Ωk+1 và ψk+1 ≤ ψ̃k ≤ ψk trong Ωk. Theo Mệnh đề 2.2 trong [44] ta có

1{ψk+1>−∞}(dd
cψk+1)n ≤ (ddcvk+1)n + (ddcψ̃k)

n,

trong Ωk+1. Mặt khác, do ψk+1 ≤ ψ̃k trong Ωk+1 nên {ψk+1 > −∞} ⊂ {ψ̃k >
−∞} và ta có:

1{ψk+1>−∞}(dd
cψ̃k)

n ≤ 1{ψ̃k>−∞}(dd
cψ̃k)

n, (2.10)

trong Ωk+1. Tương tự, từ ψk+1 ≤ vk+1 trong Ωk+1 kéo theo

1{ψk+1>−∞}(dd
cvk+1)n ≤ 1{vk+1>−∞}(dd

cvk+1)n, (2.11)

trong Ωk+1. Kết hợp (2.10) và (2.11) ta có đánh giá sau:

1{ψk+1>−∞}(dd
cψk+1)n ≤ 1{ψk+1>−∞}(dd

cvk+1)n + 1{ψk+1>−∞}(dd
cψ̃k)

n

≤ 1{vk+1>−∞}(dd
cvk+1)n + 1{ψ̃k>−∞}(dd

cψ̃k)
n

= 0,

trong Ωk+1 bởi vì giá của (ddcψ̃k)
n và (ddcvk+1)n lần lượt là các tập đa cực

Ωk ∩ {u = −∞} và (Ωk+1 \ Ωk) ∩ {u = −∞} trong Ωk+1. Do đó,

(ddcψk+1)n = 0, (2.12)

trong Ωk+1 ∩ {ψk+1 > −∞}. Mặt khác từ vk+1 + ψ̃k ≤ ψk+1 nên vk+1 + ψ̃k ≤
ψk+1 ≤ vk+1 trong Ωk+1. Vậy nếu B ⊂ Ωk+1\Ωk là tập đa cực thì theo Bổ đề

4.1 trong [5] ta có:∫
B

(ddc(vk+1 + ψ̃k))
n ≥

∫
B

(ddcψk+1)n ≥
∫
B

(ddcvk+1)n. (2.13)
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Hơn nữa theo Bổ đề 4.4 trong [5], B ⊂ Ωk+1 \Ωk, supp(ddcψ̃k)
n ⊂ Ωk ∩ {u =

−∞} kéo theo ∫
B

(ddc(vk+1 + ψ̃k))
n =

∫
B

(ddcvk+1)n.

Bởi (2.13) ta có ∫
B

(ddcψk+1)n =

∫
B

(ddcvk+1)n.

Do vậy, ta được

(ddcψk+1)n = (ddcvk+1)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n, (2.14)

trong (Ωk+1\Ωk) ∩ {ψk+1 = −∞}. Tương tự ta có

(ddcψk+1)n = (ddcψ̃k)
n = 1{u=−∞}(dd

cu)n, (2.15)

trong Ωk ∩ {ψk+1 = −∞}. Từ (2.14) và (2.15) suy ra:

(ddcψk+1)n = 1{u=−∞}(dd
cu)n, (2.16)

trong Ωk+1 ∩ {ψk+1 = −∞}.
Do Ωk+1∩{ψk+1 = −∞} = Ωk∩{ψk+1 = −∞}∪{Ωk+1\Ωk}∩{ψk+1 = −∞},
từ (2.12) và (2.16) ta có:

(ddcψk+1)n = 1{ψk+1>−∞}(dd
cψk+1)n + 1{ψk+1=−∞}(dd

cψk+1)n

= 1{ψk+1=−∞}(dd
cψk+1)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n,

trong Ωk+1. Như vậy ta đã xây dựng được dãy ψk+1 thỏa mãn tất cả các điều

kiện đặt ra.

Tiếp theo, đặt

uj =
(

sup{ϕ ∈ F(Ωj, f) : ϕ ≤ ψj, (dd
cϕ)n ≥ 1{u>−∞}(dd

cu)n trong Ωj}
)∗
.

Dùng lý luận như chứng minh trong trường hợp 2 của Bổ đề 2.2.2, uj ∈
F(Ωj, f) và uj ≥ uj+1 ≥ u trong Ωj. Từ (ddcψj)

n = 1{u=−∞}(dd
cu)n trong

Ωj, theo chứng minh trong trường hợp 2 của Bổ đề 2.2.2 suy ra (ddcuj)
n =
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1Ωj(dd
cu)n trong Ωj. Lại có,

sup
j

∫
Ωj

(ddcuj)
n ≤

∫
Ω

(ddcu)n <∞,

nên theo Mệnh đề 4.6 trong [44] thì w := lim
j→∞

uj ∈ F(Ω, f) kéo theo w ≥ u

trong Ω và

(ddcw)n = lim
j→∞

(ddcuj)
n = (ddcu)n,

trong Ω. Do đó, từ phần b) của Mệnh đề 2.1.3 ta có u = w. Như vậy, uj ↘ u

trong Ω và ta được điều phải chứng minh.

Bây giờ chúng ta chứng minh định lý chính. Định lý 2.2.1.

Chứng minh Định lý 2.2.1. Lấy {Ωj}∞j=1 là dãy miền siêu lồi bị chặn

sao cho Ωj b Ωj+1 b Ω và Ω =
∞⋃
j=1

Ωj. Lấy {Ω̃j}∞j=1 là dãy các miền siêu lồi

bị chặn Ωj b Ω̃j b Ω̃j+1 b Ω̃ và Ω̃ =
∞⋃
j=1

Ω̃j. Theo Bổ đề 2.2.3 thì tồn tại

uj ∈ F(Ωj, f) sao cho uj ↘ u trong Ω và (ddcuj)
n = (ddcu)n trong Ωj. Bởi

Mệnh đề 5.1 trong [44], tồn tại ũj ∈ F(Ω̃j, f) sao cho ũj ≤ uj trong Ωj và

(ddcũj)
n = 1Ωj(dd

cuj)
n = 1Ωj(dd

cu)n trong Ω̃j.

Ta chứng minh ũj+1 ≤ ũj trong Ω̃j. Thật vậy, do độ đo 1{u>−∞}(dd
cu)n triệt

tiêu trên tất cả các tập đa cực là tập con của Ωj và

(ddcũj)
n = 1Ωj(dd

cu)n ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)n trên Ωj,

và

(ddcũj+1)n = 1Ωj+1(dd
cu)n ≥ 1Ωj(dd

cu)n ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)n trên Ωj,

nên theo Mệnh đề 4.3 trong [47] ta có:

(ddc max(ũj, ũj+1))n ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)n trong Ωj. (2.17)
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Từ (2.17) ta suy ra

1{max(ũj ,ũj+1)>−∞}(dd
c max(ũj, ũj+1))n ≥ 1{max(ũj ,ũj+1)>−∞}1{u>−∞}(dd

cu)n

=
(

1{max(ũj ,ũj+1)>−∞} + 1{max(ũj ,ũj+1)=−∞}

)
1{u>−∞}(dd

cu)n

= 1{u>−∞}(dd
cu)n,

(2.18)

trong Ωj. Mặt khác do u ≤ uj trên Ωj nên ta có:

1{uj=−∞}(dd
cuj)

n = 1{u=−∞}(dd
cuj)

n − 1{u=−∞}∩{uj>−∞}(dd
cuj)

n

= 1{u=−∞}(dd
cuj)

n = 1{u=−∞}(dd
cu)n,

(2.19)

trong Ωj bởi vì (ddcuj)
n = (ddcu)n trong Ωj. Do ũj ≤ uj và ũj+1 ≤ uj+1 ≤ uj

trong Ωj bởi Bổ đề 4.1 trong [5] ta có:

1{max(ũj ,ũj+1)=−∞}(dd
c max(ũj, ũj+1))n ≥ 1{max(ũj ,ũj+1)=−∞}(dd

cuj)
n

≥ 1{uj=−∞}(dd
cuj)

n = 1{u=−∞}(dd
cu)n,

(2.20)

trên Ωj. Kết hợp (2.18) và (2.20) ta được

(ddc max(ũj, ũj+1))n ≥ 1Ωj(dd
cu)n = (ddcũj)

n (2.21)

trong Ω̃j. Mặt khác, từ ũj,max(ũj, ũj+1) ∈ F(Ω̃j, f) và (2.21) ta có :∫
Ω̃j

(ddcũj)
n ≤

∫
Ω̃j

(ddc max(ũj, ũj+1))n ≤
∫

Ω̃j

(ddcũj)
n <∞.

Như vậy (ddcũj)
n = (ddc max(ũj, ũj+1))n trên Ω̃j. Theo Định lý 3.6 trong [5]

ta có ũj = max(ũj, ũj+1) trong Ω̃j. Do đó, ũj+1 ≤ ũj trong Ω̃j.

Tiếp theo, bởi vì∫
Ω̃j

(ddcũj)
n =

∫
Ωj

(ddcuj)
n ≤

∫
Ω

(ddcu)n <∞,

nên

sup
j

∫
Ω̃j

(ddcũj)
n <∞.
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Do đó, theo Mệnh đề 4.6 trong [44] ta có ũ = lim
j→∞

ũj ∈ F(Ω̃, f). Rõ ràng

khi đó (ddcũ)n = (ddcu)n trên Ω và ũ ≤ u trên Ω. Tuy nhiên, từ (ddcũj)
n ≤

1Ω(ddcu)n trên Ω̃j, nên (ddcũ)n ≤ 1Ω(ddcu)n trên Ω̃. Do đó, ta được (ddcũ)n =

1Ω(ddcu)n trên Ω̃. Định lý được chứng minh.

2.3 Ứng dụng

Trong phần này dùng kết quả về dưới thác triển cho miền siêu lồi không

bị chặn, chúng tôi áp dụng vào giải quyết bài toán xấp xỉ các hàm đa điều

hòa dưới bằng dãy tăng các hàm đa điều hòa dưới trên các miền rộng hơn.

Chúng tôi thiết lập kết quả của Hed trong [38] cho các miền siêu lồi không

bị chặn trong Cn. Cụ thể chúng tôi chứng minh định lý sau đây:

Định lý 2.3.1. Giả sử Ω là miền siêu lồi không chặn trong Cn và {Ωj}∞j=1 là

dãy các miền siêu lồi không bị chặn sao cho Ω ⊂ Ωj+1 ⊂ Ωj và PSH
s(Ω1) ∩

L∞(Ω1) 6= ∅. Giả sử tồn tại ψ ∈ F(Ω) và ψj ∈ F(Ωj) sao cho ψ < 0

trên Ω và ψj ↗ ψ hầu khắp nơi trên Ω khi j ↗ ∞. Khi đó với mọi f ∈
MPSH−(Ω1) ∩ C(Ω1) và với mọi u ∈ F(Ω, f) sao cho∫

Ω

(ddcu)n <∞,

tồn tại dãy các hàm uj ∈ F(Ωj, f) sao cho uj ↗ u hầu khắp nơi trên Ω khi

j ↗∞.

Để chứng minh Định lí 2.3.1 ta cần chứng minh một mệnh đề sau:

Mệnh đề 2.3.2. Cho Ω là miền siêu lồi không bị chặn trong Cn sao cho

PSHs(Ω) ∩ L∞(Ω) 6= ∅ và f ∈ MPSH−(Ω) ∩ C(Ω). Giả sử u ∈ E(Ω, f)

sao cho
∫
Ω

(ddcu)n < ∞. Khi đó u ∈ F(Ω, f) nếu và chỉ nếu tồn tại dãy

{uj}∞j=1 ⊂ E0(Ω, f) sao cho uj ↘ u trong Ω khi j ↗∞ và

sup
j

∫
Ω

(ddcuj)
n <∞.
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Chứng minh. Giả sử u ∈ F(Ω, f). Lấy ρ ∈ E0(Ω) sao cho ρ < 0 trong Ω. Đặt

uj = max(u, jρ + f). Do jρ ∈ E0(Ω), jρ + f ≤ uj ≤ f nên uj ∈ E0(Ω, f) và

uj ↘ u trong Ω khi j ↗∞. Từ u ≤ uj bởi Mệnh đề 2.1.3 ta có:

sup
j

∫
Ω

(ddcuj)
n ≤

∫
Ω

(ddcu)n <∞⇒ sup
j

∫
Ω

(ddcuj)
n <∞.

Vậy điều kiện cần được chứng minh.

Ngược lại, giả sử tồn tại dãy uj ∈ E0(Ω, f) sao cho uj ↘ u trong Ω khi j ↗∞
và

sup
j

∫
Ω

(ddcuj)
n <∞.

Lấy {Ωk}∞k=1 là dãy các miền siêu lồi bị chặn sao cho Ωk b Ωk+1 b Ω và

Ω =
∞⋃
k=1

Ωk. Theo [23] tồn tại uj,k ∈ F(Ωk, f) sao cho (ddcuj,k)
n = (ddcuj)

n

trong Ωk. Theo Hệ quả 3.2 trong [5] ta được uj,k ↘ uj khi k ↗∞. Đặt

ψj,k = (sup{ϕ ∈ PSH−(Ω) : ϕ+ f ≤ uj,k trên Ωk})∗.

Do uj,k ∈ F(Ωk, f) suy ra tồn tại hk ∈ F(Ωk) sao cho hk + f ≤ uj,k trong Ωk.

Do đó hk ≤ ψj,k suy ra ψj,k ∈ F(Ωk). Mặt khác theo Định lý 2.1 trong [23]

tồn tại ũk ∈ F(Ωk) với ũk + f ≤ uj,k trên Ωk và∫
Ωk

(ddcũk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcuj,k)
n.

Khi đó ũk ≤ ψj,k và ta có đánh giá sau:∫
Ωk

(ddcψj,k)
n ≤

∫
Ωk

(ddcũk)
n ≤

∫
Ωk

(ddcuj,k)
n.

Suy ra ψj,k ↘ ψj khi k ↗∞, trong đó

ψj =
(

sup{ϕ ∈ PSH−(Ω) : ϕ+ f ≤ uj trên Ω}
)∗
.

Theo giả thiết uj ∈ E0(Ω, f) nên ∃lj ∈ E0(Ω), lj + f ≤ uj ≤ f . Do đó lj ≤ ψj

và suy ra ψj ∈ E0(Ω). Cố định k0 ≥ 1. Do ψj,k ↘ ψj ⇒ ψj,k ≥ ψj. Vậy bởi
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[24] ta có (ddcψj,k)
n hội tụ yếu đến (ddcψj)

n trên Ωk0 khi k →∞. Với k ≥ k0

ta có ∫
Ωk0

(ddcψj)
n ≤ lim inf

k→∞

∫
Ωk0

(ddcψj,k)
n

≤ lim inf
k→∞

∫
Ωk

(ddcψj,k)
n

≤ lim inf
k→∞

∫
Ωk

(ddcuj,k)
n ≤

∫
Ω

(ddcuj)
n.

Cho k0 →∞ ta được

sup
j

∫
Ω

(ddcψj)
n ≤ sup

j

∫
Ω

(ddcuj)
n <∞.

Dãy ψj ↘ vì uj ↘ và do đó ψ = lim
j→∞

ψj ∈ F(Ω). Hơn nữa do ψj+f ≤ uj ≤ f

trên Ω, cho j → ∞ ta được ψ + f ≤ u ≤ f trong Ω. Vậy u ∈ F(Ω, f) và ta

được điều cần chứng minh.

Bây giờ ta chứng minh Định lý 2.3.1

Chứng minh Định lý 2.3.1. Giả sử u ∈ F(Ω, f) sao cho∫
Ω

(ddcu)n <∞.

Theo Định lý 2.2.1 thì tồn tại uj ∈ F(Ωj, f) sao cho uj ≤ u trong Ω và

(ddcuj)
n = 1Ω(ddcu)n trong Ωj. Ta chứng minh uj+1 ≥ uj trong Ωj+1.

Thật vậy, ta có (ddcuj)
n = 1Ω(ddcu)n ≥ 1{u>−∞}(dd

cu)n và (ddcuj+1)n ≥
1{u>−∞}(dd

cu)n trong Ω theo Mệnh đề 4.3 trong [47] ta có

(ddc max(uj+1, uj))
n ≥ 1{u>−∞}(dd

cu)n trong Ω.

Sử dụng lý luận tương tự cách chứng minh (2.18), ta có

1{max(uj ,uj+1)>−∞}(dd
c max(uj, uj+1))n ≥ 1{u>−∞}(dd

cu)n (2.22)

trong Ω. Hơn nữa, do uj ≤ u và uj+1 ≤ u trong Ω ta có:

{max(uj, uj+1) = −∞} = {u = −∞}∪({max(uj, uj+1) = −∞}∩{u > −∞})
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nên ta suy ra

1{max(uj ,uj+1)=−∞}(dd
cu)n = 1{u=−∞}(dd

cu)n + 1{max(uj ,uj+1)=−∞}∩{u>−∞}}(dd
cu)n

= 1{u=−∞}(dd
cu)n.

(2.23)

trong Ω. Nhưng max(uj+1, uj) ≤ u trong Ω nên theo Bổ đề 4.1 trong [5] và

(2.23) ta có

1{max(uj+1,uj)=−∞}(dd
c max(uj+1, uj))

n ≥ 1{max(uj+1,uj)=−∞}(dd
cu)n

= 1{u=−∞}(dd
cu)n,

(2.24)

trong Ω. Vậy kết hợp (2.22) và (2.24) ta có:

(ddc max(uj+1, uj))
n ≥ 1Ω(ddcu)n = (ddcuj+1)n trong Ωj+1.

Vậy bởi Mệnh đề 2.1.3 ta có max(uj+1, uj) = uj+1 trong Ωj+1. Do đó uj+1 ≥ uj

trong Ωj+1 và ta có điều cần chứng minh.

Bây giờ ta chứng minh uj ↗ u h.k.n trong Ω. Thật vậy, đặt w = ( lim
j→∞

uj)
∗

trong Ω. Ta thấy w ∈ PSH−(Ω) và w ≤ u trong Ω. Lấy ρ ∈ E0(Ω) sao cho

ρ < 0 trong Ω. Đặt wk := max(w, kψ + f, kρ + f) thì kρ + f ≤ wk ≤ f nên

wk ∈ E0(Ω, f) và wk ↘ w trong Ω khi k ↗ ∞. Nhưng max(uj, kψj + f) ↗
max(w, kψ + f) h.k.n khi j ↗ ∞ nên theo cách chứng minh trong Mệnh đề

2.1.3 ta có (ddc max(uj, kψj+f))n hội tụ yếu đến (ddc max(w, kρ+f))n trong

Ω khi j ↗∞. Bởi Mệnh đề 2.1.3 ta có:

∫
Ω

(ddcwk)
n ≤

∫
Ω

(ddc max(w, kρ+ f))n

≤ lim inf
j→∞

∫
Ω

(ddc max(uj, kψj + f))n

≤ lim inf
j→∞

∫
Ωj

(ddc max(uj, kψj + f))n

≤ lim inf
j→∞

∫
Ωj

(ddcuj)
n =

∫
Ω

(ddcu)n.
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Vậy

sup
k

∫
Ω

(ddcwk)
n ≤

∫
Ω

(ddcu)n <∞.

Như vậy theo Mệnh đề 2.3.2 ta có w ∈ F(Ω, f). Mặt khác ta thấy với mọi

miền siêu lồi bị chặn D b Ω thì uj, w ∈ E(D),∀j ≥ 1 (Theo Mệnh đề 4.2

trong [44]). Mà ta có uj ↗ w h.k.n trong D nên bởi [24] ta có (ddcuj)
n hội

tụ yếu đến (ddcw)n trong D. Do đó, (ddcuj)
n hội tụ yếu tới (ddcw)n trong

Ω. Mà (ddcuj)
n = (ddcu)n trong Ω bởi vậy (ddcw)n ≤ (ddcu)n trong Ω. Do

đó theo Mệnh đề 2.1.3 ta có w = u trong Ω. Vậy uj ↗ u h.k.n trong Ω khi

j ↗∞. Định lý được chứng minh.

Kết luận chương 2: Việc chứng minh được Định lí 2.2.1 và Định lí 2.3.1

ở chương 2 đã cho ta các kết quả sau đây,

• Chỉ ra được sự tồn tại dưới thác triển các hàm đa điều hòa dưới thuộc lớp

F(Ω, f) với Ω là miền miền siêu lồi không bị trặn trong Cn. Đồng thời chứng

minh được trong lớp đó thì độ đo Monge-Apère của hàm dưới thác triển và

hàm đã cho là không thay đổi.

• Ứng dụng kết quả về dưới thác triển trên miền siêu lồi không bị chặn vào

bài toán xấp xỉ hàm đa điều hòa dưới bởi dãy tăng các hàm đa điều hòa dưới

trên các miền rộng hơn trong lớp F(Ω, f) trên miền Ω siều lồi không bị chặn

trong Cn.



Chương 3

Dưới thác triển của hàm m-điều hòa

dưới

Như trong phần tổng quan đã giới thiệu, trong chương này chúng tôi

nghiên cứu vấn đề dưới thác triển của các hàm m-điều hòa dưới trong lớp

Fm(Ω) với Ω là m-siêu lồi bị chặn trong Cn. Chúng tôi cũng chỉ ra đẳng thức

giữa độ đo Hessian phức của hàm dưới thác triển và hàm đã cho.

Chương 3 gồm hai phần. Trong phần thứ nhất, chúng tôi dành để trình

bày một số kiến thức chuẩn bị cần thiết cho chương này. Phần thứ hai, chúng

tôi chứng minh một số mệnh đề, bổ đề để áp dụng cho việc chứng minh kết

quả dưới thác triển của hàm m-điều hòa dưới và hệ quả của nó.

Chương 3 được rút ra từ bài báo [4] (trong danh mục công trình đã công

bố liên quan đến luận án).

3.1 Một số khái niệm và kết quả bổ trợ

Cho Ω là một tập mở trong Cn với dạng Kähler chính tắc β = ddc‖z‖2.

Theo [15], đặt

Γm = {η ∈ C(1,1) : η ∧ βn−1 ≥ 0, . . . , ηm ∧ βn−m ≥ 0},

ở đây C(1,1) kí hiệu là không gian (1, 1) - dạng với hệ số là hằng.
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Định nghĩa 3.1.1. Giả sử u là hàm điều hòa dưới trên tập mở Ω ⊂ Cn. Ta

nói rằng u là hàm m-điều hòa dưới trên Ω nếu với mọi η1, . . . , ηm−1 ∈ Γm bất

đẳng thức

ddcu ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηm−1 ∧ βn−m ≥ 0,

đúng theo nghĩa dòng.

Kí hiệu SHm(Ω) là tập các hàm m-điều hòa dưới trên Ω và SH−m(Ω) là kí

hiệu tập các hàm m- điều hòa dưới âm trên Ω.

Trước khi thiết lập các tính chất của hàm m-điều hòa dưới ta nhắc lại tính

chất sau (xem [15]) Giả sử λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn. Ta xác định

Sm(λ) =
∑

1≤j1<···<jm≤n
λj1 · · ·λjm.

Kí hiệu H là không gian véctơ các ma trận Hermite phức cấp n× n trên R.
Với A ∈ H đặt λ(A) = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn là các giá trị riêng của A. Đặt

S̃m(A) = Sm(λ(A)).

Như trong [37] ta xác định

Γ̃m = {A ∈ H : λ(A) ∈ Γm} = {S̃1 ≥ 0} ∩ · · · ∩ {S̃m ≥ 0}.

Bây giờ chúng tôi liệt kê các tính chất cơ bản của lớp hàm m-điều hòa dưới.

Việc chứng minh những tính chất đó được lặp lại như việc chứng minh đối

với các tính chất hàm đa điều hòa dưới trong lý thuyết đa thế vị và có thể

tham khảo trong các tài liệu [1] và [31].

Mệnh đề 3.1.2. Cho Ω là tập mở trong Cn. Khi đó ta có

(a) PSH(Ω) = SHn(Ω) ⊂ SHn−1(Ω) ⊂ · · · ⊂ SH1(Ω) = SH(Ω). Do đó,

u ∈ SHm(Ω), 1 ≤ m ≤ n, thì u ∈ SHr(Ω), với mọi 1 ≤ r ≤ m.

(b) Nếu u thuộc lớp C2 thì u là m-điều hòa dưới nếu và chỉ nếu ddcu thuộc

Γ̃m tại mỗi điểm.

(c) Nếu u, v ∈ SHm(Ω) và α, β > 0 thì αu+ βv ∈ SHm(Ω).
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(d) Nếu u, v ∈ SHm(Ω) thì max{u, v} ∈ SHm(Ω).

(e) Nếu {uj}∞j=1 là họ các hàm m-điều hòa dưới, u = sup
j
uj < +∞ và u là

nửa liên tục trên thì u là hàm m-điều hòa dưới.

(f) Nếu {uj}∞j=1 là dãy giảm các hàm m-điều hòa dưới thì hàm u = lim
j→+∞

uj

là m-diều hòa dưới .

(g) Giả sử ρ ≥ 0 là hàm bán kính trơn trong Cn triệt tiêu ngoài hình cầu

đơn vị và thỏa mãn
∫
Cn ρdVn = 1, ở đó dVn kí hiệu là độ đo Lebesgue của Cn.

Với u ∈ SHm(Ω) ta định nghĩa

uε(z) := (u ∗ ρε)(z) =

∫
B(0,ε)

u(z − ξ)ρε(ξ)dVn(ξ), ∀z ∈ Ωε,

ở đó ρε(z) := 1
ε2nρ(z/ε) và Ωε = {z ∈ Ω : d(z, ∂Ω) > ε}. Khi đó uε ∈

SHm(Ωε) ∩ C∞(Ωε) và uε ↓ u khi ε ↓ 0.

(h)Giả sử u1, . . . , up ∈ SHm(Ω) và χ : Rp → R là hàm lồi, tăng theo mỗi

biến. Nếu χ có thể mở rộng liên tục tới hàm [−∞,+∞)p → [−∞,∞), thì

χ(u1, . . . , up) ∈ SHm(Ω).

Ví dụ 3.1.3. Xét u(z1, z2, z3) = 3|z1|2 + 2|z2|2 − |z3|2. Theo tính chất (b)

của mệnh đề 3.1.2 ta thấy u ∈ SH2(C3). Tuy nhiên, u không là đa điều hòa

dưới trong C3 bởi vì hạn chế của u trên đường thẳng {(0, 0, z3) : z3 ∈ C} là
u(0, 0, z3) = −|z3|2 không đa điều hòa dưới.

Bây giờ, dựa theo Z. B locki, S. Dinew và S. Ko lodziej chúng ta định nghĩa

toán tửm-Hessian phức cho lớp các hàmm-điều hòa dưới bị chặn địa phương.

Cụ thể, dựa vào [15] và [36] chúng tôi cho định nghĩa sau.

Định nghĩa 3.1.4. Giả sử u1, . . . , up ∈ SHm(Ω) ∩ L∞loc(Ω). Khi đó toán tử

Hessian phức Hm(u1, . . . , up) được định nghĩa bằng quy nạp như sau:

ddcup ∧ · · · ∧ ddcu1 ∧ βn−m = ddc(updd
cup−1 ∧ · · · ∧ ddcu1 ∧ βn−m).

Từ định nghĩa của hàm m-điều hòa dưới và sử dụng lý luận như trong chứng

minh của Định lý 2.1 trong [8] ta được Hm(u1, . . . , up) là dòng dương đóng
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song bậc (n−m+p, n−m+p) và là toán tử liên tục trên dãy giảm các hàmm-

điều hòa dưới bị chặn địa phương. Do đó, cho p = m, ddcu1∧· · ·∧ddcum∧βn−m

là độ đo Borel không âm. Đặc biệt, khi u = u1 = · · · = um ∈ SHm(Ω)∩L∞loc(Ω)

độ đo Borel

Hm(u) = (ddcu)m ∧ βn−m,

là xác định và gọi là m-Hessian phức của u.

Tương tự định nghĩa 1.1.1 về dưới thác triển của hàm đa điều hòa dưới,

ta định nghĩa dưới thác triển của hàm m-điều hòa dưới,

Định nghĩa 3.1.5. Cho Ω ⊂ Ω̃ là những tập mở trong Cn và u là một hàm

m-điều hòa dưới trên Ω (u ∈ SHm(Ω)). Hàm ũ ∈ SHm(Ω̃) được gọi là dưới

thác triển của hàm u nếu ũ(z) ≤ u(z), ∀z ∈ Ω.

Bây giờ ta nhắc lại miền m-siêu lồi trong Cn mà đã được giới thiệu trong

[32]. Miền này được định nghĩa tương tự miền siêu lồi trong lý thuyết đa thế

vị.

Định nghĩa 3.1.6. Cho Ω là miền bị chặn trong Cn. Ta nói rằng Ω là miền

m-siêu lồi nếu tồn tại hàm m-điều hòa dưới liên tục u : Ω −→ R− sao cho

Ωc = {u < c} b Ω với mọi c < 0.

Nhận xét 3.1.7. Từ định nghĩa của miền m-siêu lồi và định nghĩa của hàm

m-điều hòa dưới, Ta thấy mọi hàm đa điều hòa dưới đều là m-điều hòa dưới

với mọi n ≥ m ≥ 1 nên mọi miền siêu lồi trong Cn đều là m-siêu lồi.

Tiếp theo ta nhắc lại các lớp Cegrell của lớp hàm m-điều hòa dưới đã

đưa ra trong [32], [31].

Định nghĩa 3.1.8. Giả sử Ω ⊂ Cn là miền m-siêu lồi. Khi đó ta xác định

các lớp hàm m-điều hòa dưới sau:

E0
m = E0

m(Ω) = {u ∈ SH−m(Ω) ∩ L∞(Ω) : lim
z→∂Ω

u(z) = 0,

∫
Ω

Hm(u) <∞}.
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Fm = Fm(Ω) =
{
u ∈ SH−m(Ω) : ∃ E0

m 3 uj ↘ u, sup
j

∫
Ω

Hm(uj) <∞
}
.

Em = Em(Ω) =
{
u ∈ SH−m(Ω) : ∀z0 ∈ Ω,∃ lân cận ω 3 z0, và

E0
m 3 uj ↘ u trên ω, sup

j

∫
Ω

Hm(uj) <∞
}
.

Nhận xét 3.1.9.

a) Từ các định nghĩa trên ta có quan hệ bao hàm sau E0
m(Ω) ⊂ Fm(Ω) ⊂

Em(Ω).

b) Tương tự như Định lý 4.5 trong [21], Định lý 3.5 trong [31] khẳng định

lớp Em là lớp con lớn nhất của SH−m(Ω) thỏa mãn điều kiện:

(i) Nếu u ∈ Em(Ω) và v ∈ SH−m(Ω) thì max{u, v} ∈ Em(Ω).

(ii) Nếu u ∈ Em(Ω) và uj ∈ SH−m(Ω) ∩ L∞loc(Ω), uj ↘ u, thì Hm(uj) hội tụ

yếu tới Hm(u).

Chúng ta cũng có một khái niệm tương tự như khái niệm hàm cực trị tương

đối trong lý thuyết đa thế vị. Đó là khái niệm về hàm m-cực trị tương đối.

Định nghĩa 3.1.10. Cho Ω là tập mở của Cn và E ⊂ Ω. Hàm m-cực trị

tương đối của E đối với Ω, được xác định bởi công thức

hm,E,Ω = hm,E = sup{u ∈ SH−m(Ω) : u|E ≤ −1}.

Như trong [32], h∗m,E là hàm m-điều hòa dưới âm trong Ω. Hơn nữa, nếu Ω

là m- siêu lồi trong Cn và Ω′ b Ω thì ta chứng minh được rằng hm,Ω′ thuộc

E0
m(Ω).

Tương tự như tập đa cực và định lý Josefson trong lý thuyết đa thế vị chúng

ta cũng có tập m-cực và định lý Josefson cho tập m-cực.

Định nghĩa 3.1.11. Cho Ω là tập mở trong Cn và E ⊂ Ω. E gọi là m-

cực nếu với bất kỳ a ∈ E tồn tại lân cận liên thông Va của a trong Ω và

u ∈ SHm(V ), u 6≡ −∞ sao cho E ∩ Va ⊂ {z ∈ Va : u(z) = −∞}.
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Định lý 2.35 trong [31] tương tự định lý Josefson trong lý thuyết đa thế vị

đối với tập m- cực. Nghĩa là nếu E ⊂ Ω là tập m-cực khi và chỉ khi tồn tại

hàm u ∈ SHm(Cn) sao cho u ≡ −∞ trên E.

Nhận xét 3.1.12.

a) Theo (a) của mệnh đề 3.1.2 mọi tập đa cực trong lý thuyết đa thế vị đều

là tập m-cực với mọi 1 ≤ m ≤ n.

b) Ví dụ 2.27 trong [32] chứng tỏ rằng tồn tại một tập m- cực En trong Cn

nhưng nó không phải là tập đa cực.

3.2 Dưới thác triển trong lớp Fm(Ω)

Trong mục này chúng ta sẽ trình bày kết quả về dưới thác triển trong lớp

Fm(Ω). Cụ thể chúng ta sẽ chứng minh định lý sau.

Định lý 3.2.1. Cho Ω ⊂ Ω̃ ⊂ Cn là những miền m-siêu lồi bị chặn và

u ∈ Fm(Ω). Khi đó tồn tại w ∈ Fm(Ω̃) sao cho w ≤ u trên Ω và

(ddcw)m ∧ βn−m = 1Ω(ddcu)m ∧ βn−m,

trên Ω̃.

Trước hết chúng ta cần một mệnh đề tương tự như Bổ đề 2.1 trong [26] cho

lớp hàm m-điều hòa dưới Fm.

Mệnh đề 3.2.2. Cho Ω là miền m-siêu lồi trong Cn và u ∈ Fm(Ω). Khi đó

em(u) =

∫
Ω

Hm(u) <∞.

Chứng minh. Lấy u ∈ Fm(Ω). Từ định nghĩa của lớp Fm(Ω), tồn tại dãy

{uj} ⊂ E0
m(Ω), uj ↘ u trên Ω sao cho

sup
j

∫
Ω

Hm(uj) <∞.
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Theo Định lý 3.11 trong [32] dãy {Hm(uj)} hội tụ yếu tới Hm(u). Do đó, ta

có

em(u) =

∫
Ω

Hm(u) ≤ lim
j→∞

∫
Ω

Hm(uj) ≤ sup
j

∫
Ω

Hm(uj) <∞,

vậy mệnh đề được chứng minh.

Ta cần dùng kết quả sau.

Mệnh đề 3.2.3. Cho Ω là miền m-siêu lồi bị chặn trong Cn và {uj} ⊂ Fm(Ω)

là dãy giảm hội tụ tới u ∈ Fm(Ω). Nếu ϕ ∈ SH−m(Ω) ∩ L∞(Ω) thì

lim
j

∫
Ω

ϕHm(uj) =

∫
Ω

ϕHm(u).

Chứng minh. Từ (−ϕ) là nửa liên tục dưới và (ddcuj)
m∧βn−m hội tụ yếu tới

(ddcu)m ∧ βn−m ta có kết quả

lim inf
j→∞

∫
Ω

(−ϕ)(ddcuj)
m ∧ βn−m ≥

∫
Ω

(−ϕ)(ddcu)m ∧ βn−m. (3.1)

Lấy % là hàm m- điều hòa dưới vét cạn đối với Ω. Với mỗi k ∈ N∗, đặt
ϕk = max(ϕ, k%) thì ϕk ∈ E0

m(Ω) và ϕk giảm tới ϕ. Với mỗi k, j sử dụng tích

phân từng phần ( có hiệu lực đối với Fm(Ω)) ta có∫
Ω

(−ϕk)(ddcuj)m ∧ βn−m =

∫
Ω

(−uj)(ddcϕk) ∧ (ddcuj)
m−1 ∧ βn−m

≤
∫
Ω

(−u)(ddcϕk) ∧ (ddcuj)
m−1 ∧ βn−m

=

∫
Ω

(−ϕk)(ddcu) ∧ (ddcuj)
m−1 ∧ βn−m.

Tiếp tục như vậy ta được∫
Ω

(−ϕk)(ddcuj)m ∧ βn−m ≤
∫
Ω

(−ϕk)(ddcu)m ∧ βn−m.
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Cho k → +∞ và dùng Định lý hội tụ đơn điệu ta được∫
Ω

(−ϕ)(ddcuj)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω

(−ϕ)(ddcu)m ∧ βn−m. (3.2)

Từ (3.2) ta có

lim sup
j→∞

∫
Ω

(−ϕ)(ddcuj)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω

(−ϕ)(ddcu)m ∧ βn−m. (3.3)

(3.3) và (3.1) cho ta điều phải chứng minh.

Để chứng minh Định lý 3.2.1 ta cần dùng bổ đề sau. Đây là kết quả cơ

bản để chứng minh Định lý 3.2.1. Đồng thời nó cho chúng ta một kỹ thuật

để tiếp cận bài toán dưới thác triển hàm m-điều hòa dưới.

Bổ đề 3.2.4. Giả sử Ω là miền m-siêu lồi bị chặn trong Cn và u ∈ Fm(Ω).

Khi đó tồn tại g ∈ Fam(Ω), h ∈ Fm(Ω) sao cho

1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m = (ddcg)m ∧ βn−m, (3.4)

1{u=−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m = (ddch)m ∧ βn−m (3.5)

và h ≥ u ≥ g + h trên Ω.

Chứng minh. Từ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m triệt tiêu trên các tập m-cực của

Ω, theo Định lý 1.2 trong [32] tồn tại duy nhất hàm g ∈ Fam(Ω) sao cho

1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m = (ddcg)m ∧ βn−m, (3.6)

trên Ω. Đặt

h = sup{ϕ ∈ SH−m(Ω) : u ≥ g + ϕ, trên Ω}.

ta thấy h ≥ u ≥ g + h trên Ω. Ta cần sẽ chứng minh

1{u=−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m = (ddch)m ∧ βn−m, (3.7)
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trên Ω. Ta có g ≤ u− h ≤ 0 và (ddcg)m ∧ βn−m triệt tiêu trên các tập m-cực

của Ω lặp lại cách chứng minh đã sử dụng để chứng minh Bổ đề 4.12 trong

[5] ta được.

1{h=−∞}(dd
ch)m ∧ βn−m = 1{u=−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m, (3.8)

trên Ω. Vậy ta cần chứng minh

1{h>−∞}(dd
ch)m ∧ βn−m = 0, (3.9)

trên Ω. Lấy bất kỳ tập Borel E ⊂ {h > −∞}. Bởi vì h ≥ u trên Ω nên

h ∈ Fm(Ω). Dùng Mệnh đề 3.2.2 ta có
∫
Ω

(ddch)m ∧ βn−m <∞. Theo Định lý

5.9 trong [56] tồn tại hàm h̃ ∈ Em(Ω), h̃ ≥ h trên Ω sao cho

(ddch̃)m ∧ βn−m = 1Ω\E(ddch)m ∧ βn−m. (3.10)

Vì h̃ ≥ h nên h̃ ∈ Fm(Ω). Ta chứng minh

u ≥ g + h̃,

trên Ω. Thật vậy, đặt

v = max(u, g + h̃) ≥ u.

Ta chỉ cần chứng minh v = u trên Ω. Ta có

(ddc(g + h̃))m ∧ βn−m ≥ (ddcg)m ∧ βn−m + (ddch̃)m ∧ βn−m

≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m + 1Ω\E(ddch)m ∧ βn−m

≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m + 1{h=−∞}(dd

ch)m ∧ βn−m

≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m + 1{u=−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m

≥ (ddcu)m ∧ βn−m.

Mặt khác,

(ddcu)m ∧ βn−m ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m.

(ddc(g + h̃))m ∧ βn−m ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m.
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Dùng Mệnh đề 5.2 trong [56], ta được

(ddcv)m ∧ βn−m ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m. (3.11)

Hơn nữa,

v = max(u, g + h̃) ≤ max(h, g + h̃) ≤ max(h̃, g + h̃) ≤ h̃.

Lại dùng Mệnh đề 5.2 trong [56], ta có

1{v=−∞}(dd
cv)m ∧ βn−m ≥ 1{h̃=−∞}(dd

ch̃)m ∧ βn−m. (3.12)

Nhưng h ≤ h̃ nên {h̃ = −∞} ⊂ {h = −∞}. Ta viết

{h = −∞} = {h̃ = −∞} ∪
{
h = −∞∩ {h̃ > −∞}}.

Do đó,

1{h=−∞}(dd
ch̃)m ∧ βn−m = 1{h̃=−∞}(dd

ch̃)m ∧ βn−m.

Đến đây ta kết hợp với (3.10) ta được

1{h̃=−∞}(dd
ch̃)m ∧ βn−m = 1{h=−∞}(dd

ch̃)m ∧ βn−m

= 1{h=−∞}1Ω\E(ddch)m ∧ βn−m

= 1{h=−∞}(dd
ch)m ∧ βn−m.

(3.13)

(3.12) và (3.13) cho ta

1{v=−∞}(dd
cv)m ∧ βn−m ≥ 1{h=−∞}(dd

ch)m ∧ βn−m

≥ 1{u=−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m.

(3.14)

lại do v ≥ u nên {u > −∞} ⊂ {v > −∞}. Sử dụng (3.11) ta có

1{v>−∞}(dd
cv)m ∧ βn−m ≥ 1{v>−∞}1{u>−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m

≥ 1{v>−∞}∩{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m

≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m.

(3.15)

Từ (3.14) và (3.15) ta được

(ddcv)m ∧ βn−m ≥ (ddcu)m ∧ βn−m. (3.16)
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Do u ≤ v, theo Định lý 3.22 trong [32] ta có∫
Ω

(ddcv)m ∧ βn−m ≤
∫
Ω

(ddcu)m ∧ βn−m <∞. (3.17)

Từ (3.16) và (3.17) ta có

(ddcv)m ∧ βn−m = (ddcu)m ∧ βn−m. (3.18)

Do đó theo Nhận xét 5.4 trong [56] ta có u = v trên Ω. vậy

u = v = max(u, g + h̃) ≥ g + h̃,

trên Ω. Từ đây theo cách xác định của h ta có h̃ ≤ h vậy h̃ = h trên Ω. Do

đó ta được

(ddch)m ∧ βn−m = (ddch̃)m ∧ βn−m = 1Ω\E(ddch)m ∧ βn−m. (3.19)

Vì thế, ∫
E

(ddch)m ∧ βn−m = 0,

đúng với mọi tập Borel E ⊂ {h > −∞}. Như vậy ta được∫
{h>−∞}

(ddch)m ∧ βn−m = 0,

Do đó,

(ddch)m ∧ βn−m = 1{u=−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m.

Bổ đề được chứng minh.

Chứng minh Định lý 3.2.1.

Chứng minh. Để chứng minh Định lý 3.2.1 trên ta chia thành hai bước sau:

Bước 1. Trước hết ta chứng minh rằng tồn tại v ∈ Fm(Ω̃) sao cho v ≤ u trên

Ω và ∫
Ω̃

Hm(v) ≤
∫
Ω

Hm(u).
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Từ cách xác định lớp Fm(Ω) như trong [32], tồn tại {uj} ⊂ E0
m(Ω), uj ↘ u

trên Ω và

α = sup
j

∫
Ω

Hm(uj) <∞.

Cố định j ≥ 1. Từ uj ∈ E0
m(Ω) nên độ đo µj = 1Ω(ddcuj)

m ∧ βn−m là độ đo

Borel không âm trên Ω̃, hữu hạn và triệt tiêu trên các tập m- cực của Ω̃, ở

đây 1Ω kí hiệu là hàm đặc trưng của Ω. Theo Định lý 1.2 trong [32] tồn tại

duy nhất hàm gj ∈ Fam(Ω̃) sao cho

Hm(gj) = 1ΩHm(uj),

như là độ đo trên Ω̃ và gj ≤ uj trên Ω. Theo Định lý 5.3 trong [32] tồn tại

ψj ∈ E0
m(Ω̃), 0 ≤ fj ∈ L1(Ω̃, Hm(ψj)) sao cho

µj = fjHm(ψj)

như là độ đo trên Ω̃. Lấy {Ωk}k≥1 là dãy tăng vét cạn compact tương đối các

miền m- siêu lồi, Ωk b Ωk+1 b Ω,
⋃
k

Ωk = Ω. Với mỗi k ≥ 1, đặt

µj,k = 1Ωk
min{k, fj}Hm(ψj)

là độ đo Borel trên Ω̃. Khi đó tồn tại hàm uj,k ∈ E0
m(Ω) sao cho

Hm(uj,k) = 1Ωk
min{k, fj}Hm(ψj)

trên Ω và gj,k ∈ E0
m(Ω̃) sao cho

Hm(gj,k) = 1Ωk
min{k, fj}Hm(ψj)

trên Ω̃. Thật vậy, ta có

1Ωk
min{k, fj}Hm(ψj) ≤ k(ddcψj)

m ∧ βn−m

≤ (ddc
m
√
kψj)

m ∧ βn−m.

Do đó theo Bổ đề 5.1 trong [32] tồn tại gj,k thỏa mãn đẳng thức trên. Để

chứng minh tồn tại uj,k ta sử dụng lý luận như sau: với mỗi k xét hàm

ψ̃j,k = sup{ϕ ∈ SH−m(Ω) : ϕ ≤ ψj trên Ωk}.
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Khi đó ψj ≤ ψ̃j,k trên Ω, và ψ̃j,k = ψj trên Ωk. Nhưng ψ̃j,k ∈ E0
m(Ω) bởi vì

ψ̃j,k ≥ ‖ψj‖L∞(Ωk)hm,Ωk
ở đây ‖ψj‖L∞(Ωk) = sup{|ψj(z)| : z ∈ Ωk} và hm,Ωk

là

hàm m- điều hòa dưới cực trị tương đối của cặp (Ωk,Ω). Lại theo Mệnh đề

2.17 trong [32] hm,Ωk
∈ E0

m(Ω). Ta có

1Ωk
min{k, fj}Hm(ψj) = 1Ωk

min{k, fj}Hm(ψ̃j,k) ≤ kHm(ψ̃j,k)

≤ (ddc
m
√
kψ̃j,k)

m ∧ βn−m,

và sử dụng Bổ đề 5.1 trong [32] tồn tại uj,k như trong phần phát biểu trên.

Theo Hệ quả 1.15 trong [33] ta được {uj,k}k và {gj,k}k lần lượt là các dãy

giảm của hàm m- điều hòa dưới trong các lớp E0
m(Ω) và E0

m(Ω̃). Mặt khác,

nếu ξ ∈ ∂Ω, thì ta có

lim inf
Ω3z→ξ

(uj,k(z)− gj,k(z)) = −gj,k(ξ) ≥ 0

và

Hm(uj,k) ≤ Hm(gj,k)

trên Ω. Một lần nữa sử dụng Hệ quả 1.15 trong [33] ta được

gj,k ≤ uj,k,

trên Ω với mọi j, k ≥ 1. Giả sử gj,k ↘ hj khi k → ∞ trong Ω̃. Khi đó

hj ∈ Fm(Ω̃). Thật vậy, ta có

sup
k

∫
Ω̃

Hm(gj,k) ≤
∫
Ω̃

fj1ΩHm(ψj) =

∫
Ω

fjHm(ψj)

≤
∫
Ω̃

fj(dd
cψj)

m ∧ βn−m =

∫
Ω

dµj <∞,

Hơn nữa,

Hm(hj) = fj1ΩHm(ψj) = 1Ωµj = 1ΩHm(uj) = Hm(gj),

nên theo Định lý 1.2 trong [32] ta được hj = gj trên Ω̃. Tương tự, uj,k ↘ uj
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khi k →∞ trên Ω. Với mỗi j ≥ 1, đặt

g̃j = [sup
k≥j

gk]
∗.

Khi đó g̃j ∈ SH−m(Ω̃), và từ g̃j ≥ gj thì theo Định lý 3.9 trong [32] ta được

g̃j ∈ Fm(Ω̃). Ta dễ thấy {g̃j} là dãy giảm. Ta sẽ chứng minh∫
Ω̃

(ddcg̃j)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω

(ddcuj)
m ∧ βn−m. (3.20)

Lấy ψ ∈ E0
m(Ω̃). Theo Định lý 3.16 trong [32] ta có∫

Ω̃

(−ψ)(ddcg̃j)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω̃

(−ψ)(ddcgj)
m ∧ βn−m

=

∫
Ω̃

(−ψ)1Ω(ddcuj)
m ∧ βn−m

=

∫
Ω

(−ψ)(ddcuj)
m ∧ βn−m.

cho ψ ↘ −1 ta có (3.20). Từ k ≥ j ta có gk ≤ uk ≤ uj trên Ω. Do đó

g̃j = [sup
k≥j

gk]
∗ ≤ uj

trên Ω. Đặt v = lim
j
g̃j.

Ta chứng minh v ∈ Fm(Ω̃). Thật vậy, ta có v ∈ SH−m(Ω). Theo Định lý 3.1

trong [32] tồn tại dãy {ϕj} ⊂ E0
m(Ω̃) sao cho ϕj ↘ v trên Ω̃. Bằng cách thay

ϕj bởi vj = max{ϕj, g̃j} ∈ E0
m(Ω̃) và vj ↘ v ta có thể giả sử ϕj ≥ g̃j trên Ω̃.

Khi đó theo Định lý 1.4 trong [33] ta có∫
Ω̃

Hm(ϕj) ≤
∫
Ω̃

Hm(g̃j) ≤
∫
Ω

Hm(uj) ≤ α <∞.

Do đó

sup
j

∫
Ω̃

Hm(ϕj) <∞,



75

và vậy thì v ∈ Fm(Ω̃). Lại có g̃j ≤ uj trên Ω nên v ≤ u trên Ω.

Tiếp theo ta chứng minh∫
Ω̃

(ddcv)m ∧ βn−m ≤
∫
Ω

(ddcu)m ∧ βn−m. (3.21)

Bởi mệnh đề 3.2.3, nếu ψ ∈ SH−m(Ω) thì ta có:∫
Ω

(−ψ)(ddcuj)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω

(−ψ)(ddcu)m ∧ βn−m. (3.22)

Mặt khác, theo lý luận ở trên tồn tại {ϕj} ⊂ E0
m(Ω̃), ϕj ≥ g̃j và ϕj ↘ v trên

Ω̃. Lấy ψ ∈ E0
m(Ω̃) ∩ C(Ω̃). Theo định lý 3.16 trong [32] ta có∫
Ω̃

(−ψ)(ddcϕj)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω̃

(−ψ)(ddcg̃j)
m ∧ βn−m

≤
∫
Ω

(−ψ)(ddcuj)
m ∧ βn−m.

(3.23)

Sử dụng (3.23), Mệnh đề 3.2.3 và (3.22) ta được∫
Ω̃

(−ψ)(ddcv)m ∧ βn−m = lim
j

∫
Ω̃

(−ψ)(ddcϕj)
m ∧ βn−m

≤ lim
j

∫
Ω

(−ψ)(ddcg̃j)
m ∧ βn−m

≤ lim
j

∫
Ω

(−ψ)(ddcuj)
m ∧ βn−m ≤

∫
Ω

(−ψ)(ddcu)m ∧ βn−m,

cho ψ ↘ −1 ta được (3.21) và bước 1 được chứng minh.

Bước 2. Bây giờ ta chứng minh tồn tại w ∈ Fm(Ω̃), w ≤ u trên Ω và

(ddcw)m ∧ βn−m = 1Ω(ddcu)m ∧ βn−m.

Thật vậy, theo chứng minh ở Bước 1 thì tồn tại hàm v ∈ Fm(Ω̃) sao cho
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v ≤ u trên Ω và ∫
Ω̃

(ddcv)m ∧ βn−m ≤
∫
Ω

(ddcu)m ∧ βn−m.

Đặt

u1 = sup{ϕ ∈ SH−m(Ω̃) : ϕ ≤ u trên Ω}.

Khi đó v ≤ u1 ≤ 0 trên Ω̃. Do đó u1 ∈ Fm(Ω̃) và u1 ≤ u trên Ω. Theo Mệnh

đề 5.2 trong [56], ta có

1{u1=−∞}(dd
cu1)m ∧ βn−m ≥ 1Ω1{u=−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m, (3.24)

trên Ω̃. Mặt khác bằng cách lập luận như trong chứng minh Bổ đề 4.3, 4.4

và 4.5 trong [46] cho trường hợp của hàm m-điều hòa dưới ta được

(ddcu1)m ∧ βn−m ≤ 1Ω(ddcu)m ∧ βn−m, (3.25)

trên Ω̃. Bởi vì {u = −∞} ⊂ {u1 = −∞} ∩ Ω thì từ (3.25), ta có

1{u1=−∞}(dd
cu1)m ∧ βn−m ≤ 1Ω1{u=−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m, (3.26)

trên Ω̃. Từ (3.24) và (3.26), ta có

1{u1=−∞}(dd
cu1)m ∧ βn−m = 1Ω1{u=−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m, (3.27)

trên Ω̃. Đặt µ = 1Ω(ddcu)m ∧ βn−m. Khi đó

µ = 1Ω∩{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m + 1Ω∩{u=−∞}(dd

cu)m ∧ βn−m

= 1Ω∩{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m + 1{u1=−∞}(dd

cu1)m ∧ βn−m.

Bởi Bổ đề 3.2.4, tồn tại g1 ∈ Fam(Ω̃), h1 ∈ Fm(Ω̃) sao cho

h1 + g1 ≤ u1 ≤ h1,

trên Ω̃ và

(ddch1)m ∧ βn−m = 1{u1=−∞}(dd
cu1)m ∧ βn−m,

(ddcg1)m ∧ βn−m = 1{u1>−∞}(dd
cu1)m ∧ βn−m.
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Mặt khác, theo Định lý 1.2 trong [32] tồn tại g ∈ Fam(Ω̃) sao cho

1Ω∩{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m = (ddcg)m ∧ βn−m,

trên Ω̃. Do đó, ta có thể biểu diễn

µ = (ddcg)m ∧ βn−m + (ddch1)m ∧ βn−m, (3.28)

ở đó g ∈ Fam(Ω̃) và h1 ∈ Fm(Ω̃). Đặt

w = sup{ϕ ∈ Em(Ω̃) : (ddcϕ)m ∧ βn−m ≥ (ddcg)m ∧ βn−m, ϕ ≤ h1}.

Khi đó như trong chứng minh Định lý 5.9 trong [56], ta có

(ddcw)m ∧ βn−m = (ddcg)m ∧ βn−m + (ddch1)m ∧ βn−m = µ, (3.29)

và g+ h1 ≤ w ≤ h1 trên Ω̃. Do g+ h1 ≤ w nên w ∈ Fm(Ω̃). Bây giờ ta chứng

minh w ≤ u trên Ω. Đặt

v1 = max(w, u) ∈ Fm(Ω).

Khi đó v1 ≥ u trên Ω. Ta sẽ chứng minh v1 = u và do đó, định lý được chứng

minh.

Thật vậy, do v1 ≥ u nên theo Định lý 3.22 trong [32] ta được∫
Ω

(ddcv1)m ∧ βn−m ≤
∫
Ω

(ddcu)m ∧ βn−m <∞. (3.30)

Mặt khác ta có

(ddcw)m ∧ βn−m = µ ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m. (3.31)

Từ (3.31) kết hợp với Mệnh đề 5.2 trong [56] ta có

(ddcv1)m ∧ βn−m ≥ 1{u>−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m. (3.32)

Nhưng v1 = max(w, u) nên v1 +g1 = max(w+g1, u+g1) ≤ max(h1 +g1, u) ≤
max(u1, u) ≤ u trên Ω. Do đó, với mọi tập m - cực E ⊂ Ω ta có∫

E

(ddc(v1 + g1))m ∧ βn−m ≥
∫
E

(ddcu)m ∧ βn−m, (3.33)
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(đánh giá (3.33) có được nhờ áp dụng Bổ đề 4.1 trong [5] vẫn đúng cho lớp

Em(Ω), hoặc Mệnh đề 5.2 trong [56]). Do (ddcg1)m ∧ βn−m triệt tiêu trên các

tập m - cực của Ω, sử dụng Bổ đề 5.6 trong [56], ta được∫
E

(ddc(v1 + g1))m ∧ βn−m =

∫
E

(ddcv1)m ∧ βn−m, (3.34)

đúng với mọi tập m - cực E ⊂ Ω. Kết hợp (3.33) và (3.34) suy ra∫
E

(ddcv1)m ∧ βn−m ≥
∫
E

(ddcu)m ∧ βn−m,

đúng với mọi tập m - cực E ⊂ Ω. Vậy,

(ddcv1)m ∧ βn−m ≥ 1{u=−∞}(dd
cu)m ∧ βn−m, (3.35)

trên Ω. Từ (3.32) và (3.35) suy ra

(ddcv1)m ∧ βn−m ≥ (ddcu)m ∧ βn−m. (3.36)

Kết hợp (3.36) và (3.30) ta được

(ddcv1)m ∧ βn−m = (ddcu)m ∧ βn−m. (3.37)

Từ (3.37) và Nhận xét 5.4 trong [56] ta có v1 = u trên Ω. Định lý 3.2.1 được

chứng minh.

Từ định lý trên, chúng tôi thu được một hệ quả sau.

Hệ quả 3.2.5. Cho Ω ⊂ Ω̃ là những miền m- siêu lồi bị chặn và {uj}j≥1, u ⊂
Fm(Ω) sao cho uj ≥ u, uj hội tụ trong Cm- dung lượng tới u trên Ω. Giả sử

ũj, ũ theo thứ tự lần lượt là dưới thác triển của uj, u trên Ω̃. Khi đó Hm(ũj)

hội tụ yếu tới Hm(ũ) trên Ω̃.

Chứng minh. Theo Định lý 3.8 trong [56] ta có nếu h ∈ SHm(Ω)∩L∞loc(Ω) thì

lim
j→∞

∫
Ω

h(ddcuj)
m ∧ βn−m =

∫
Ω

h(ddcu)m ∧ βn−m. (3.38)
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Bây giờ lấy χ ∈ C∞0 (Ω̃). Như Bổ đề 3.10 trong [32] ta viết χ = ϕ1−ϕ2 trong

đó ϕ1, ϕ2 ∈ E0
m(Ω̃). Sử dụng Định lý 3.2.1 và (3.38) ta có

lim
j→∞

∫
Ω̃

χ(ddcũj)
m ∧ βn−m = lim

j→∞

∫
Ω

ϕ1(ddcuj)
m ∧ βn−m − lim

j→∞

∫
Ω

ϕ2(ddcuj)
m ∧ βn−m

=

∫
Ω

ϕ1(ddcu)m ∧ βn−m −
∫

Ω

ϕ2(ddcu)m ∧ βn−m

=

∫
Ω̃

χ(ddcũ)m ∧ βn−m,

Suy raHm(ũj) hội tụ yếu tớiHm(ũ) trên Ω̃. Ta được điều cần chứng minh.

Kết luận chương 3

• Chứng minh sự tồn tại dưới thác triển các hàm m- điều hòa dưới thuộc lớp

Fm(Ω) với Ω là miền m-siêu lồi bị trặn trong Cn.

• Chứng tỏ được trong lớp Fm(Ω) độ đo Hessian phức của hàm dưới thác

triển và hàm đã cho là không thay đổi.

• Áp dụng kết quả đạt được chỉ ra sự hội tụ yếu theo theo độ đo Hessian

phức, hệ quả 3.2.5.



Chương 4

Phương trình kiểu Monge–Ampère

cho một độ đo bất kỳ

Như đã trình bày trong Phần mở đầu. Mục đích của chương nay là chúng

tôi trình bày sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình kiểu Monge – Ampère

cho các độ đo bất kỳ, đặc biệt là độ đo mang bởi tập đa cực.

Chương 4 gồm hai phần. Trong phần đầu, chúng tôi giới thiệu về phương

trình kiểu Monge–Ampère và hướng chứng chứng minh kết quả chính của

chương. Trong phần hai, chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của

phương trình kiểu kiểu Monge–Ampère trên lớp N (Ω, f) cho một độ đo bất

kỳ.

Chương 4 được viết dựa trên bài báo [3] (trong danh mục công trình đã

công bố liên quan đến luận án).

4.1 Giới thiệu

Để thuận lợi cho việc trình bày, chúng tôi xin nhắc lại khái niệm phương

trình kiểu Monge-Ampère đã được đưa ra bởi Bedford, Taylor.

Định nghĩa 4.1.1. Cho Ω là miền siêu lồi bị chặn trong Cn và µ là độ đo

Borel dương trên Ω. Giả sử F : R×Ω −→ [0,+∞) là dt× dµ - hàm đo được.

80
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Khi đó phương trình dạng

(ddcu)n = F (u, .)dµ, (4.1)

trong đó u là một hàm đa điều hòa dưới trên Ω, được gọi là phương trình kiểu

Monge–Ampère.

Bedford và Taylor trong [7] đã chứng minh tồn tại nghiệm của phương

trình (4.1) trong trường hợp µ là độ đo Lebesgue, và F
1
n ≥ 0 là bị chặn,

liên tục, lồi, tăng theo biết thứ nhất. Sau đó trong [19], Cegrell đã chứng tỏ

rằng có thể bỏ qua giả thiết lồi và đơn điệu. Trong trường hợp F trơn sự tồn

tại ngiệm của (4.1) đã được chứng minh trong [18]. Trong [52], Ko lodziej đã

chứng minh tồn tại và duy nhất u ∈ PSH ∩ L∞(Ω) là nghiệm của phương

trình (4.1) khi F là bị chặn, không âm, tăng và liên tục theo biết thứ nhất

còn µ là độ đo Monge-Ampère của một hàm đa điều hòa dưới bị chặn và Ω

là miền giả lồi chặt. Thiết lập sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình (4.1)

trên các lớp của Cegrell, đặc biệt là lớp F(Ω), trong [29], đã chứng minh

nếu µ triệt tiêu trên các tập đa cực và µ(Ω) < +∞, 0 ≤ F (t, z) ≤ g(z) với

g ∈ L1(dµ) thì với mọi f ∈MPSH(Ω)∩E(Ω), phương trình (4.1) có nghiệm

u ∈ Fa(Ω, f).

Sau đó trong [35] Czyż nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình

(4.1) trên lớp N (Ω, f) lớp rộng hơn lớp F(Ω, f). Czyż đã chứng minh rằng:

nếu µ triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω, F là hàm liên tục đối với biến

thứ nhất và bị chặn bởi hàm khả tích g ∈ L1(dµ), 0 ≤ F (t, z) ≤ g(z) và

µ = (ddcw)n, w ∈ N (Ω) thì phương trình (4.1) giải được trong lớp N (Ω, f).

Gần đây năm 2014, vẫn với giả thiết µ triệt tiêu trên các tập đa cực của Ω

và tồn tại dưới nghiệm v0 ∈ N a(Ω) của (4.1), tức là tồn tại hàm v0 ∈ N a(Ω)

sao cho (ddcv0)n ≥ F (v0, .)dµ, Benelkourchi trong [12] đã chứng minh được

rằng phương trình (4.1) có nghiệm u ∈ N a(Ω, f).

Mục đính của chương nay chúng tôi chứng minh sự tồi tại nghiệm yếu của

phương trình (4.1) trên lớp N (Ω, f) nhưng µ có thể triệt tiêu trên các tập

đa cực. Khi giải quyết bài toán trên chúng tôi gặp khó khăn là khi µ mang



82

tập đa cực thì giải quyết như thế nào. Để giải quyết khó khăn đó trước tiên

chúng tôi tìm nghiệm yếu của phần mang tập đa cực đó. Sau đó chúng tôi

xây dựng một bao kiểu Perron - Bremerman các hàm đa điều hòa dưới khác

với các tác giả khác để tiết tục giải phần còn lại. Chi tiết hơn bây giờ ta đi

chứng minh kết quả chính của chương.

4.2 Phương trình kiểu Monge–Ampère cho một độ đo bất kỳ

Bây giờ chúng tôi chứng minh kết quả chính của chương. Cụ thể chúng tôi

đạt được kết quả sau:

Định lý 4.2.1. Giả sử Ω là miền siêu lồi bị chặn và µ là độ đo không âm

trên Ω. Giả sử F : R× Ω −→ [0,+∞) là dt× dµ- hàm đo được thỏa mãn:

(1) Với mọi z ∈ Ω, hàm t 7−→ F (t, z) là hàm liên tục không giảm;

(2) Với mọi t ∈ R, hàm z 7−→ F (t, z) thuộc L1
loc(Ω, µ);

(3) Tồn tại hàm w ∈ N (Ω) sao cho (ddcw)n ≥ F (w, .)dµ.

Khi đó với mỗi f ∈ MPSH(Ω) ∩ E(Ω), tồn tại u ∈ N (Ω, f) sao cho u ≥ w

và (ddcu)n = F (u, .)dµ trên Ω.

Trong phần này chúng ta tiếp tục sử dụng các lớp Cegrell E0 =

E0(Ω),F = F(Ω), E = E(Ω) và Fa(Ω) trong trường hợp Ω là miền siêu lồi bị

chặn trong Cn đã được giới thiệu và định nghĩa ở phần Tổng quan (Định nghĩa

1) và hàm đa điều hòa dưới cực đại(MPSH(Ω)), tập các hàm đa điều hòa

dưới cực đại âmMPSH−(Ω) (định nghĩa 1.1.4) trong chương 1. Trong chương

1 ta cũng đã giới thiệu lớp N (Ω) (định nghĩa 1.1.6) và lớp các hàm đa điều

hòa dưới với giá trị biên, các lớp N (Ω, f), E(Ω, f) và N a(Ω, f) (định nghĩa

1.1.11). Trong toàn bộ chương này ta luôn giải thiết f ∈ E(Ω) ∩MPSH(Ω).

Để chứng minh Định lý 4.2.1 trên ta cần bổ đề quan trọng sau.

Bổ đề 4.2.2. Cho Ω, µ, F và w thỏa mãn giả thiết của định lý 4.2.1. Giả

sử w ∈ N a(Ω), suppdµ b Ω, dµ(Ω) <∞ và dµ triệt tiêu trên các tập đa cực
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của Ω. Nếu f ∈ E(Ω) ∩MPSH(Ω) và v ∈ F(Ω, f) sao cho supp(ddcv)n b Ω

và (ddcv)n mang bởi một tập đa cực Ω. Khi đó hàm

u := (sup{ϕ ∈ E(Ω) : ϕ ≤ v và (ddcϕ)n ≥ F (ϕ, .)dµ})∗.

thuộc N (Ω, f) và (ddcu)n = F (u, .)dµ+ (ddcv)n trong Ω.

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh u ∈ N (Ω, f) và

(ddcu)n ≥ F (u, .)dµ+ (ddcv)n,

trên Ω. Ta có w + v ∈ E(Ω) và w + v ≤ v trên Ω. Nhưng

(ddc(w + v))n ≥ (ddcw)n ≥ F (w, .)dµ ≥ F (w + v, .)dµ,

nên theo định nghĩa của hàm u ta có w+v ≤ u ≤ f trên Ω. Do đó u ∈ N (Ω, f).

Bây giờ ta chứng minh:

(ddcu)n ≥ F (u, .)dµ+ (ddcv)n trong Ω. (4.2)

Thật vậy, dùng Bổ đề Choquet tồn tại dãy {ϕj} ⊂ E(Ω) sao cho ϕj ≤ v trên

Ω, (ddcϕj)
n ≥ F (ϕj, .)dµ và

u =
(

sup
j≥1

ϕj

)∗
.

Theo Mệnh đề 1.1.12 trong chương 2, ta có thể thay ϕj bằng max{ϕ1, . . . , ϕj}.
Do đó ta có thể giả sử ϕj ↗ u hầu khắp nơi (h.k.n) trong Ω và

(ddcϕj)
n ≥ F (ϕj, .)dµ,

vơi mọi j ≥ 1. Vậy thì ϕj −→ u trong Cn - dung lượng và theo [24],

(ddcϕj)
n −→ (ddcu)n yếu. Mặt khác bởi vì µ triệt tiêu trên các tập đa cực

của Ω và ϕj −→ u yếu nên theo Bổ đề 2.1 trong [22] ta được ϕj −→ u dµ

h.k.n. Do đó, từ

(ddcϕj)
n ≥ F (ϕj, .)dµ,

ta được

(ddcu)n ≥ F (u, .)dµ.
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Mặt khác, từ u ≤ v trên Ω nên theo Bổ đề 4.1 trong [5], ta được

1{u=−∞}(dd
cu)n ≥ 1{v=−∞}(dd

cv)n = (ddcv)n.

Do vậy,

(ddcu)n = 1{u>−∞}(dd
cu)n + 1{u=−∞}(dd

cu)n ≥ F (u, .)dµ+ (ddcv)n,

và (4.2) được chứng minh.

Bước tiếp theo, chúng ta chứng minh:∫
Ω

[
F (u, .)dµ+ (ddcv)n

]
≤
∫
Ω

(ddcu)n ≤
∫
Ω

[
F (u, .)dµ+ (ddcv)n

]
<∞,

Mặt khác, bởi vì v ∈ F(Ω, f) nên tồn tại ϕ ∈ F(Ω) sao cho

ϕ+ f ≤ v ≤ f,

trên Ω. Lấy ϕj ∈ E0(Ω), ϕj ↘ ϕ trên Ω. Đặt

vj = max(ϕj + f, v).

Khi đó vj ∈ E0(Ω, f) và vj ↘ max(ϕ + f, v) = v trên Ω. Ta có (ddcvj)
n −→

(ddcv)n yếu, khi j ↗ ∞ trên Ω. Bởi vì supp(ddcv)n b G b Ω bởi vậy không

mất tính tổng quát ta giả sử supp(ddcvj)
n b G. Ta chứng minh tồn tại

wj ∈ N (Ω, f) sao cho vj ≥ wj và

(ddcwj)
n = F (wj, .)

[
dµ+

1

F (vj, .)
(ddcvj)

n
]
.

Trước hết, ta thấy w + vj ∈ Ea(Ω). Thật vậy, lấy A ⊂ Ω là một tập đa cực.

Từ ϕj + f ≤ vj và theo Bổ đề 4.1 trong [5] ta có∫
A

(ddcvj)
n ≤

∫
A

(ddc(ϕj + f))n =
n∑
l=0

(
n

l

)∫
A

(ddcϕj)
l ∧ (ddcf)n−l.

Tuy nhiên, do Bổ đề 4.4 trong [5] ta có∫
A

(ddcϕj)
l ∧ (ddcf)n−l ≤

(∫
A

(ddcϕj)
n
) l

n
(∫
A

(ddcf)n
)n−l

n

= 0.
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Do đó, (ddcvj)
n triệt tiêu trên tất cả các tập đa cực của Ω. Ngoài ra với giả

thiết A là tập đa cực của Ω nên theo Bổ đề 4.4 trong [5] ta có:∫
A

(ddc(w + vj))
n =

n∑
l=0

(
n

l

)∫
A

(ddcw)l ∧ (ddcvj)
n−l

≤
n∑
l=0

(
n

l

)(∫
A

(ddcw)n
) l

n
(∫
A

(ddcvj)
n
)n−l

n

= 0.

Vậy w + vj ∈ Ea(Ω). Tiếp theo, do [21] ta có thể tìm ψj ∈ F(Ω) sao cho

ψj ≥ w + vj trên Ω và ψj = w + vj trong lân cận mở compact tương đối

U b Ω của suppdµ ∪ G. Ta lại sử dụng Bổ đề 4.4 trong [5], với tập đa cực

A ⊂ Ω, ta có ∫
A

(ddcψj)
n ≤

∫
A

(ddc(w + vj))
n = 0⇒ ψj ∈ Fa(Ω)

Từ

(ddcψj)
n ≥ 1U(ddcw)n + 1U(ddcvj)

n

≥ F (w, .)1Udµ+ 1U(ddcvj)
n

≥ F (ψj, .)[dµ+
1

F (vj, .)
(ddcvj)

n]

bởi [12] tồn tại wj ∈ N a(Ω, f) sao cho

(ddcwj)
n = F (wj, .)

[
dµ+

1

F (vj, .)
(ddcvj)

n
]
.

Bởi vì
(ddcwj)

n

F (wj, .)
≥ (ddcvj)

n

F (vj, .)
,

nên theo Định lý 4.8 trong [42] ta được vj ≥ wj trong Ω ta có điều cần chứng

minh. Đặt

uj := (sup{ϕ ∈ E(Ω) : ϕ ≤ vj và (ddcϕ)n ≥ F (ϕ, .)dµ})∗.
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Do v ≤ vj trên Ω nên ta có u ≤ uj ≤ f trên Ω. Do đó uj ∈ N (Ω, f).

Như ở trên ta thấy (ddcuj)
n ≥ F (uj, .)dµ và uj ↘ u khi j ↗ ∞. Vậy, từ

wj ≤ uj ≤ vj và Hệ quả 3.4 trong [5] và giả thiết (2) của định lý 4.2.1 ta

được:∫
Ω

[
F (u, .)dµ+ (ddcv)n

]
≤
∫
Ω

(ddcu)n = lim
j

∫
Ω

(ddcuj)
n

≤ lim sup
j

∫
Ω

(ddcwj)
n

= lim sup
j

∫
Ω

F (wj, .)
[
dµ+

1

F (vj, .)
(ddcvj)

n
]

≤ lim sup
j

∫
Ω

[
F (uj, .)dµ+ (ddcvj)

n
]

≤
∫
Ω

[
F (u, .)dµ+ (ddcv)n

]
≤
∫
U

[F (0, .)dµ+ (ddcv)n] <∞.

Bởi vậy ta có

(ddcu)n = F (u, .)dµ+ (ddcv)n,

trong Ω. Bổ đề 4.2.2 được chứng minh.

Chứng minh định lý 4.2.1. Trước hết ta nhận xét rằng từ giả thiết của

Định lý 4.2.1 ta thấy họ hàm F (t, z),−∞ < t < +∞, z ∈ Ω, khi t ↘ −∞,

là các hàm đo được giảm trên Ω, F (t, z) ≥ 0 với (t, z) ∈ R × Ω. Do đó, tồn

tại lim
t→−∞

F (t, z), z ∈ Ω. Đặt F (−∞, z) = lim
t→−∞

F (t, z), z ∈ Ω. Đây là hàm đo

được và thuộc L1
loc(Ω, µ).

Chúng ta sẽ chứng minh Định lý 4.2.1 nhờ các bước sau.

Bước 1. Ta chứng minh tồn tại v0 ∈ E(Ω), v0 ≥ w trên Ω và

(ddcv0)n = 1{w=−∞}F (w, .)dµ,
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trên Ω. Thật vậy, từ (ddcw)n ≥ F (w, .)dµ ≥ 1{w=−∞}F (w, .)dµ theo Định lý

4.14 trong [5] thì tồn tại v0 ∈ E(Ω) sao cho v0 ≥ w trên Ω và

(ddcv0)n = 1{w=−∞}F (w, .)dµ.

Bước 2. Lấy dãy tăng các miền siêu lồi Ωj b Ωj+1 b Ω với Ω =
∞⋃
j=1

Ωj. Theo

bổ đề 4.2.2 ta sẽ chứng minh tồn tại dãy giảm uj ∈ N (Ωj, f) với

(ddcuj)
n = F (uj, .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ+ F (w, .)1{w=−∞}∩Ωj−1dµ.

Theo [16], ta có thể giả sử v0 ∈ E(Ωj) với mọi j ≥ 1. Từ Mệnh đề 2.1

trong [43] tồn tại dãy giảm hj ∈ F(Ωj), j ≥ 2, sao cho hj ≥ v0 trong Ωj và

(ddchj)
n = 1Ωj−1(dd

cv0)n. Đặt

vj := (sup{ϕ ∈ PSH−(Ωj) : ϕ ≤ min(f, hj) trên Ωj})∗.

ta có hj + f ≤ vj ≤ f trên Ωj nên vj ∈ F(Ωj, f) và từ w ≤ v0 trên Ω suy ra

w ≤ vj+1 ≤ vj trong Ωj. Theo Mệnh đề 2.2 trong [44] ta có

1{vj>−∞}(dd
cvj)

n ≤ (ddcf)n + (ddchj)
n = (ddchj)

n

trên Ωj. Ở đây ta chú ý vì (ddcv0)n mang bởi một tập đa cực nên (ddchj)
n

cũng mang bởi một tập đa cực. Theo Định lý 5.11 trong [21] ta có (ddchj)
n =

1{hj=−∞}(dd
chj)

n theo đó 1{hj>−∞}(dd
chj)

n = 0 . Nhưng vj ≤ hj trong Ωj

nên {−∞ < vj} ⊂ {−∞ < hj}. Do đó ta có

1{vj>−∞}(dd
cvj)

n ≤ 1{vj>−∞}(dd
chj)

n ≤ 1{hj>−∞}(dd
chj)

n = 0

trong Ωj.

Vậy

1{vj>−∞}(dd
cvj)

n = 0,

trong Ωj. Từ hj + f ≤ vj ≤ hj trong Ωj nên theo Bổ đề 4.1 và Bổ đề 4.12
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trong [5], ta có

(ddchj)
n = 1{hj=−∞}(dd

chj)
n ≤ 1{vj=−∞}(dd

cvj)
n

≤ 1{hj+f=−∞}(dd
c(hj + f))n

= 1{hj=−∞}(dd
chj)

n = (ddchj)
n.

trong Ωj. Vậy

1{vj=−∞}(dd
cvj)

n = (ddchj)
n

trong Ωj. Do đó

(ddcvj)
n = 1{vj>−∞}(dd

cvj)
n + 1{vj=−∞}(dd

cvj)
n = (ddchj)

n

= 1Ωj−1(dd
cv0)n = 1{w=−∞}∩Ωj−1F (w, .)dµ

trong Ωj. Với mỗi j ≥ 2, đặt

uj := (sup{ϕ ∈ E(Ωj) : ϕ ≤ vj và (ddcϕ)n ≥ F (ϕ, .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ trên Ωj})∗.

Ta thấy w ≤ uj+1 ≤ uj ≤ f trong Ωj. Ta có đánh giá sau

F (max(w,−j), .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ = F (w, .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ

≤ 1{w>−j}∩Ωj−1(dd
cw)n

≤ (ddc max(w,−j))n.

(4.3)

Ta thấy nếu đặt dµ̃ = 1{w>−j}∩Ωj−1dµ thì suppdµ̃ b Ωj, dµ̃(Ωj) < ∞ và dµ̃

triệt tiêu trên các tập đa cực của Ωj. Tiếp theo để áp dụng Bổ đề 4.2.2 ta

cần chỉ ra có hàm gj ∈ N a(Ω), j ≥ 2 sao cho

F (gj, .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ ≤ (ddcgj)
n,

trên Ωj. Ta thấy max(w,−j) ∈ Ea(Ωj). Bởi [21] ta có thể chọn gj ∈ F(Ωj)

thỏa mãn gj = max(w,−j) trên Ωj−1 và gj ≥ max(w,−j) trên Ωj. Theo Bổ

đề 4.1 trong [5] ta có gj ∈ Fa(Ωj). Do đó gj ∈ N a(Ωj). Từ (4.2) ta có đánh

giá sau

F (gj, .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ = F (max(w,−j), .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ

≤ (ddc max(w,−j))n ≤ (ddcgj)
n,
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trên Ωj. Bây giờ áp dụng Bổ đề 4.2.2 ta có uj ∈ N (Ωj, f) và

(ddcuj)
n = F (uj, .)1{w>−j}∩Ωj−1dµ+ F (w, .)1{w=−∞}∩Ωj−1dµ.

và đó là điều cần chứng minh.

Bước 3. Đặt u = lim
j→∞

uj. Ta sẽ chứng minh u ∈ N (Ω, f) và

(ddcu)n = F (u, .)dµ.

Do w ≤ u ≤ f trong Ω nên u ∈ N (Ω, f). Lấy j, k ∈ N∗ với j > k ≥ 2. Từ

uj ↘ u khi j −→ ∞, theo [24], (ddcuj)
n hội tụ yếu đến (ddcu)n trong Ωk và

cho j −→∞ ta có

F (uj, .)1{w>−j}∩Ωj−1 ↘ F (u, .)1{w>−∞}

trong Ωk. Do đó ta có

(ddcu)n = F (u, .)1{w>−∞}dµ+ F (w, .)1{w=−∞}dµ,

trong Ωk. Cho k →∞ ta được

(ddcu)n = F (u, .)1{w>−∞}dµ+ F (w, .)1{w=−∞}dµ, (4.4)

trong Ω.

Mặt khác từ điều kiện w ≤ u trên Ω nên

F (w, .)1{w=−∞}dµ = F (u, .)1{u=−∞}dµ. (4.5)

Kết hợp (4.4) và (4.5) ta có:

(ddcu)n = F (u, .)1{w>−∞}dµ+ F (w, .)1{w=−∞}dµ

= F (u, .)1{w>−∞}dµ+ F (u, .)1{w=−∞}dµ

= F (u, .)dµ.

Định lý được chứng minh.

Kết luận chương 4: Thông qua việc chứng minh được Định lý 4.2.1 thì

nội dung chủ yếu của chương 4 là,
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• Chứng minh được sự tồn tại nghiệm yếu thuộc lớp N (Ω, f) cho phương

trình kiểu Monge–Ampère cho một độ đo bất kỳ, đặc biệt độ đo mang bởi

một tập đa cực.



Kết luận và kiến nghị

I. Kết luận

Luận án đã đạt được các mục đích nghiên cứu đề ra. Kết quả của Luận

án góp phần làm phong phú thêm về dưới thác triển của các hàm đa điều

hòa dưới không bị chặn trong các lớp Eχ(Ω, f), F(Ω, f), Fm(Ω) với sự kiểm

soát độ đo Monge-Ampère và độ đo Hessian phức.

1) Chứng minh được sự tồn tại dưới thác triển trong lớp Eχ(Ω, f) với Ω là miền

siêu lồi bị chặn trong Cn và chỉ ra đẳng thức χ(ũ)(ddcũ)n = 1Ωχ(u)(ddcu)n

trên Ω̃.

2) Chứng minh được bài toán dưới thác triển cho lớp F(Ω, f) với Ω là miền

siêu lồi không bị chặn trong Cn có lời giải và chỉ ra được đẳng thức về độ đo

Monge-Ampère của hàm dưới thác triển và hàm đã cho.

3) Mở rộng kết của của Hed ([38]) cho bài toán xấp xỉ các hàm đa điều hòa

dưới bằng dãy tăng các hàm đa điều hòa dưới trên các miền rộng hơn trong

lớp F(Ω, f) cho trường hợp Ω là miền siêu lồi không bị chặn trong Cn.

4) Chứng tỏ sự tồn tại dưới thác triển và đẳng thức giữa độ đo Hessian phức

cho lớp Fm(Ω) các hàm m-điều hòa dưới.

5) Thiết lập được sự tồn tại nghiệm yếu thuộc lớp N (Ω, f) của phương trình

kiểu Monge-Ampère cho một độ đo bất kỳ.
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II. Kiến nghị

Chúng tôi nghĩ rằng trong tương lai gần, việc tìm nghiệm liên tục Holder

cho phương trình kiểu Monge-Ampère đối với toán tử Monge-Ampère và toán

tử Hessian là một trong các bài toán cần quan tâm và tìm ra lời giải. Đặc

biệt cần nghiên cứu bài toán này cho các đối tượng rộng hơn các miền trong

Cn, chẳng hạn như trên đa tạp Kahler Compact hay tổng quát hơn trên các

đa tạp Hermite. Đã có một số kết quả đạt được theo hướng này trong thời

gian qua nhưng câu trả lời đầy đủ cho hướng nghiên cứu này vẫn còn xa mới

đạt được.
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