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LOI CAM DOAN
T6i xin cam doan Luan &n nay do chinh tac gia thyc hién tai Khoa Toan
Truong Dai hoc Su pham Ha Noi dudi sy huéng dan cua GS. TSKH Lé Mau
Hai. Cac két qua cia Luan an 1a méi, deé tai ciia Luan an khong tring lip va

chua dude cong bod trong bat cit cong trinh ciia ai khac.

Tac gia

Triéu Van Ding
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LOI CAM ON

Trude tién, bang tat cd su kinh trong ctia minh, t6i xin bay té long biét
on sau sic nhat t6i GS. TSKH Le Mau Hai, nguoi thay da tryc tiép gidng
day va huéng dan khoa hoc giup t6i hoan thanh Luan &n nay tai Khoa Toan
Truong Dai hoc Su pham Ha No6i. Toi da thudng xuyén nhan duge sy chi dan
khoa hoc ciing véi su chia sé, dong vien khich lé dé c6 dudc su tu tin va long
dam meé ngay tit ching duong dau tién clia sy nghiép nghién citu khoa hoc
cua minh.

Dugc sinh hoat v lam viéc ciing mot tap thé khoa hoc nghiem tic, toi
cam on cac thay co, cac ban dong nghiép va toan thé cac thanh vién cta to
Ly thuyét ham Truong Dai hoc Su pham Ha Noi. Chinh tai day, ngoai su chi
dan, gép ¥ truc tiép clia cac thanh vien trong seminar ciia bo mon Ly thuyét
ham déi v6i dé tai nghién citu, toi con cé co hai trang bi cho minh vé phuong
phap nghién citu va nhitng hiéu biét sau sic hon vé nhiéu van dé Toan hoc.
Nhan dip nay, toi xin bay té long kinh trong va biét on tdi cac thay co trong
t6 Ly thuyét ham da cho toi nhitng goép ¥ rat c6 ¥ nghia trong qua trinh lam
Luan an cua minh.

T6i xin cdm on Lanh dao truong THPT Chuyén Hung Vuong, Sé gido duc
va dao tao Phu Tho, Truong Dai hoc Su Pham Ha No6i va cac don vi chiic
nang da tao cho toi moi dieu kién thuan lgi vé mit quan 1y nha nudc trong
suot qua trinh hoc tap va nghién citu.

Cudi cling, toi xin t6 long tri an doéi véi nhitng dong nghiép, gia dinh va
ban be la nhitng diém tua tinh than viing chic, da gitup ds, dong vien, chia
sé nhitng khé khan va luon dong hanh cling toi trong qua trinh hoc tap va

nghién ciu.

Tac gia
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KI HIEU
e PSH(Q) - Tap cac ham da diéu hoa dudi trén Q.
e PSH(Q) - Tap cac ham da diéu hoa dudi am tren (.
e PSH*(Q) - Tap cac ham da diéu hoa dudi chat tren
e SH(Q) - Tap cac ham diéu hoa dudi tren €.
e SH(Q) - Tap cac ham diéu hoa dudi am trén Q.
e SH,,(Q) - Tap cac ham m-diéu hoa dudi tren €.
e SH () - Tap cac ham m-diéu hoa dudi am trén Q.
o MPSH(Q) - Tap cac ham da diéu hoa duéi cyc dai trén €.
e MPSH™(Q) - Tap cac ham da diéu hoa dudi cyc dai am trén €.

o [

loc

(Q) - Khong gian cdc ham bi chan dia phuong trén .

e 1>°(Q) - Khong gian cac ham bi chan trén €.

e d=0+09dvad =1%0-0),dd° = 00 la cac toan t1i vi phan phic.

o (dd“u)" = dd°u N --- A\ ddu - toan tit Monge-Ampere phitc cta u.

o H,(u) = (ddu)™ A "™ - toan tit Hessian phic clia w.

o B=ddlzl> = L3 dz Adzy. B = (1)'dz AdE A+ Az AdZy = dVag
la dang thé tich (]:;; C" ~ R?,

e C(Q))- Tap cac ham lién tuc trén .

e C>(Q2)- Tap cac ham tron vo han trén Q.

e u; /' u - Ki hiéu day {u;} hoi tu tang téi w.

e u; \, u - Ki hieu day {u;} hoi tu giam t6i u.

e 14 = x4 - Ki hiéu ham dac trung cia tap A.



MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Viéc thac trién céc déi tuong ciia giai tich phiic nhu thac trién ham chinh
hinh, ham phan hinh, b6 giai tich coherent, dong, v.v... ludon dugce quan tam
nhiéu trong gidi tich phic ciing nhu trong 1y thuyét da thé vi phitc. Mot
trong cac déi tuong dudc quan tam nghién ctu va cé thé coi la dbi tugng
trung tam cta ly thuyét da thé vi 1a ham da diéu hoa duéi. Do d6 ciing nhu
cac doi tuong da noi ¢ trén, viec xét bai toan thac trién ctia ham da diéu hoa
duéi 1a viec can luu tam tdi khi nghién citu cac bai toan cia 1y thuyét da thé
vi. Nhung do cac ham da diéu hoa dudi, tit dinh nghia ctia né, lai duge xac
dinh nhd bat ding thic tich phan, nén khi xét van dé nay, ngudi ta quan tam
t6i bai toan dudi thac trién. Trong luan an nay, ching t6i danh phan 16n noi
dung trinh bay van dé duéi thac trien cho 16p ham da diéu hoa dudi khong
bi chan ciing nhu cic ham m-diéu hoa dué6i khong bi chan. Cac van dé ducc
dé cap méi dude quan tam nghién citu trong khodng 10 nam tré lai day.

Tu nam 1998 dén 2004, Cegrell, mot trong cic chuyén gia hang dau thé
giéi ve 1y thuyét da thé vi, da xay dung toan tit Monge-Ampere cho mot s6
16p ham da diéu hoa dudi khong bi chan dia phuong. Ong da dua ra cac 16p
Ep(Q), Fp(Q), F(Q),N(Q) va £(Q). D6 1a cac 16p ham da dieu hoa dudi khong
bi chin khac nhau trén mién siéu 161 Q C C" ma trén do6 toan tit (dd®.)™ c6
thé xac dinh dugdc va lién tuc trén cic day gidm. Trong dé 16p £(Q) 14 16p lén
nhat trén dé toan tit Monge-Ampere duge xac dinh nhu 14 mot do do Radon.
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Ké tit d6, ngudi ta bit dau hudéng su quan tam clia bai toan dudi thac trién
t6i cac 16p nay.

Nam 2003, Cegrell va Zeriahi trong [27] d& nghién cttu bai toan dudi thac
trién cho l6p F () mot 16p con ciia 16p (). Céc tac gia da chiing minh
duge ring: Néu Q €  1a nhing mién siéu 18i bi chan trong C" va u € F(),
thi ton tai u € F(2) sao cho u < u trén Q, & sau nay goi la dudi théc
trién ctia u tit Q len Q. Didu déng quan tam & day 1a céc tac gid cho mot
danh gid vé mass toan thé ctia do do (dd“a)" va (dd‘u)™ qua bat dang thiic
[(dd°u)™ < [(dd°u)™. Két qua trén c6 thé duge xem la két qua dau tien cho

Q

giéc nghién citu van dé dudi thac trien cdc ham da diéu hoa dudi khong bi
chan. Sau d6 P. H. Higp [46], Benelkourchi [10] tiép tuc nghién cttu van de
trén cho cac 16p ham khéc nhu &,(9), £,(Q2). Viéc xét bai toan dusi thac trién
trong cac 16p Cegrell c6 gia tri bien dudge bat dau tu Czyz, Hed nam 2008
trong [34]. Chung to6i sé trinh bay ki hon cac két qua ctia Czyz va Hed 6 dau
phan tong quan trong luan an nay. Diéu dang néi va la chi dé xuyen sudt
trong luan an nay 1a quan hé thé nao gita do do (dd°u)™ va lq(ddu)™ véi u
la dudi thac trién ctia u. Phan 16n céc két qua cta céc tac gid nhu Cegrell
- Zeriahi, P.H.Hiep, Benelkourchi hay Czyz va Hed chi dung lai 6 danh gia
dugc quan hé gitta mass toan thé clia (dd“n)"™ va mass ctia (dd“u)™. Do vay,
viéc nghién ctu van dé dudi thac trién cac ham da diéu hoa dudi ma cé thé
kiém soat ducc do do Monge-Ampere ctia ham duéi thac trién va ham da cho
1a mot cau hoi md. Nam 2014, trong [41] hai tac gid L. M. Hai, N. X. Hong
da nghién cttu bai toan dusi thac trién cho l6p F(Q, f). Diéu dang noi ¢ day
14 ho da ching minh dugc dang thic vé do do Monge-Ampere ciia ham duéi
théac trién va ham da cho. Do vay mot van dé can nghién ctu la lieu c6 thé
md rong két qua trong [41] cho 16p ham rong hon, 16p €,(Q, f)?

Van dé tiép theo dudc quan tam nghién citu trong luan an nay la thiét
lap dudi thac trién clia cac ham da dicu hoa dudi trén cédc mién khong bi

chin. Ching ta biét ring dé c6 thé xac dinh duge dudi thac trién @ cia u
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thi néi chung ta phai giai phuong trinh Monge-Ampeére. Tuy nhién viéc giai
phuong trinh Monge-Ampere trén mién khong bi chan trong C" khong phéai
14 viec don gidn. Nam 2014, mot két qua quan trong trong gidi phuong trinh
Monge-Ampere cho mién siéu 16i khong bi chin trong C* duge ba tac gia L.
M. Hai, N. V. Trao, N. X. Hong dé xuat trong [44]. Tt d6 dua ra phuong
huéng cho chiing to6i xét bai toan dudi théac trién cac ham da dieu hoa dudi
trong 16p F(Q, f) véi Q 1a mieén siéu 16i khong bi chan. Tt két qua nay nhu
mot tng dung, chiing to6i nghién ctu bai toan xap xi cdc ham da diéu hoa
duéi bang day tang cac ham da diéu hoa dudi trén cac mién rong hon.

Tiép theo d6, & chuong 3 ctia luan 4n nay chiing toi xem xét dudi thac trien
cho 16p ham m-diéu hoa dudéi. Nhu da biét, viec mé rong 16p ham da diéu
hoa dudi trong thoi gian gan day da duge mot sé tac gid nghién citu nhu Z.
Blocki, S. Dinew, S. Kotodziej, A. S. Sadullaev, B. I. Abullaev, L. H. Chinh,
... Nam 2005 trong [15] Z. Blocki da dua ra khai niem ham m-diéu hoa dudi
(SH,»(2)) va nghién cttu 161 giai cho nghiém clia phuong trinh Hessian thuan
nhat déi v6i 16p nay. Theo d6, nam 2012 trong cong trinh [31], L. H. Chinh
dya theo ¥ tudng ctia Cegrell da dua ra céc 16p ham E2(Q), Fn (), En(Q)
1a 16p con ciia SH,,(R2). D6 1a céc 16p ham m-dicéu hoa dudi khong bi chan
nhung trén d6 cé thé xac dinh duge toan tit Hessian phic, tuong tu nhu cac
16p £°(Q), F(Q2), £(Q) cta Cegrell dua ra & trén. Qua dé tac gid da chiing
minh sy ton tai clia toan tt m-Hessian phitc H,,(u) = (dd“u)™ A f"™ trén
16p ham &,,(€2). Hon nita toan tit nay xéc dinh H,,(u) nhu mot do do Radon
tren 2. Mot cau hoi dat ra la lieu bai toan dudi théac trién cho 16p ham nay
nhu thé ndo? Viec kiém soat vé do do m-Hessian phitc ctia ham dudi thac
trien va ham da cho ra sao? Viéc nghién cttu cac cau héi trén trong 16p ham
nay van la mot van dé can tiép tuc duge quan tam nghién ctu.

Van dé cudi ciing dude dé cap trong luan an 1a gidi phuong trinh kiéu

Monge-Ampere cho 16p Cegrell N(Q, f). D6 1a phuong trinh dang

(dd“u)" = F(u,.)dpu,
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chi tiét xem dinh nghia (4.1.1). Nhu ta da biét, viec chiing minh ton tai
nghiém yéu ciia phuong trinh kiéu Monge-Ampere phiic da thu hiat duge sy
quan tam ctia nhiéu tac gia nhu trong [6], [7], [12], [29], [35], [52], [62]. Phan
16n cac két qua ciia cac tac gid noi trén da de cap t6i truong hop do do p
triet tiéu trén tat ca cac tap da cyc clia €. Van dé ma chung toi quan tam
14 nghién ctu nghiém yéu ctia phuong trinh kiéu Monge-Ampeére noi trén cho
mot do do tuy §, dac biét la do do mang béi mot tap da cuec.

Vi nhiing 1y do trén, ching toi lua chon dé tai "Duéi thac trién cac
ham da diéu hoa duéi va tng dung".
2. Tinh cip thiét ctia dé tai

Nhu da dé cap dén & tren, bai toan dudi thac trién cho 16p ham da diéu
hoa dué6i khong bi chan véi gia tri bién 1a bai toan mdi xuat hien gan day.
Hon nita viéc thiét 1ap mdi quan hé gitta do do Monge-Ampere ctia ham duéi
thac trién va ham da cho gan nhu chua dude xem xét dén trit trudng hop
16p F (£, f). Do d6 tiép tuc md rong bai toan trén cho cac 16p khac 1a mot
bai toan can dugc dat ra v dang quan tam nghién citu. Cling nhu vay cho
viec nghién citu dudi thac trién cho 16p ham m-diéu hoa duéi véi su kiém
soat ctia do do Hessian H,,(u) = (dd°u)™ A 8"~™ va gidi phuong trinh kiéu
Monge-Ampere cho cac do do c6 gia trén tap da cuc.
3. Muc dich va nhiém vu nghién ctu

Muc dich chinh ctia Luan an 1a nghién ctu van dé dudi thac trién ciia céc
ham da dieu hoa dudi doi véi cac 16p £,(€2, f) & d6 2 1a mién siéu 16i bi chan
trong C™; 16p F (£, f) v6i  1a mién sieéu khong 16i bi chan C" va duéi thac
trién ctia cac ham m-diéu hoa dudi cho 16p F,,,(Q2) véi 2 1a mién m-sieu 16i
bi chan trong C". Ngoai ra luan an con chiing minh sy ton tai nghiem yéu
clia phuong trinh kiéu Monge-Ampere trén 16p N (€, f) cho mot do do bat
ky, dac biet 1a do do mang bdi tap da cyc. Ching toi chiing minh ring bai
toan du6i trac trién cho 16p &€, (Q, f), Fn(Q) v6i Q 1a mién siéu 16i bi chan va
m-siéu 16i bi chan 1a ¢6 hieu luc. Hon nita ching to6i thiét lap duge dang thic
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giita do do Monge-Ampere ctia ham dudi thac trién va ham da cho. Ciing nhu
vay chiing toi thiét 1ap dugc su ton tai dudi théac trién cho 16p F(€, f) khi
1a mién siéu 16i khong bi chin va c6 dang thic gitta do do nhu trén.
4. Péi tuong va pham vi nghién citu

Nhu da trinh bay trong phan 1y do chon dé tai. Ddi tugng nghién cttu clia
luan an 1a bai toan dudi thac trién cac ham da diéu hoa dudi véi gia tri bien
trong 16p nang lugng phiic c6 trong, bai toan duéi thac trién cac ham da diéu
hoa dudi trong mién siéu 16i khong bi chan va tng dung, bai toan dudi thac
trien ham m-diéu hoa dudi va phuong trinh kiéu Monge-Ampére cho do do
tlty ¥ v6i cac dieu kién téng quat hon cac nghién citu truée do vé van dé nay.
Hon nita, cac tinh huéng ma ching to6i dua ra nghién ctu thi cic ky thuat va
phuong phap truée dé clia cac tac gid khac chua duge dé cap t6i.
5. Y nghia khoa hoc va thuc tién ctia Luan an

Luan an gép phan lam phat trién va sau sic hon cac két qua vé van deé
dudi thac trién cdc ham da diéu hoa dudi, dusi thac trien ham m-diéu hoa
duéi, nghiem yéu ctia phuong trinh kiéu Monge-Ampeére cho mot do do bat
ky. Vé mit phuong phap, Luan an gép phan lam da dang hoéa hé thong cac
cong cu va ki thuat nghién cttu chuyén nganh, 4p dung cu thé trong dé tai
ctia Luan an va cac chu dé tuong tu.

Luan an la mot trong nhitng tai lieu tham khéo cho hoc vién cao hoc va
nghién citu sinh theo huéng nghién ctitu nay.
6. CAu tric ctia Luan an

Cau tric ctia Luan an duge trinh bay theo ding quy dinh cu thé déi véi
luan an tién sy ctia Truong Dai hoc Su pham Ha Noi, bao gom cidc phan: M&
dau, Tong quan - trinh bay lich sit van dé, phan tich danh gi& cac cong trinh
nghién cttu clia cac tic gid trong va ngoai nudc lien quan dén luan an. Bon
chuong con lai ciia luan an dugde viét dya trén bon cong trinh da duge dang
hoac dang gt di cong bo.
Chuong 1: Duéi thac trién cdc ham da diéu hoa duéi vé6i gia tri bien trong
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16p nang lugng phiic cé trong.

Chuong 2: Duéi théc trién cdc ham da diéu hoa dudi trong mién siéu 16i khong
bi chdn va ting dung.

Chuong 3: Du6i thac trién ctia ham m-diéu hoa dudi.

Chuong 4: Phuong trinh kiéu Monge-Ampeére cho mot do do bat ky.

Cubi ciing, trong phan Két luan, ching toi diém lai cac két qua nghién
citu chinh trinh bay trong Luan an. Day chinh 13 st khéng dinh ¥ tudng khoa
hoc ctia dé tai Luan an dit ra 1 ding dan va cac két qua nghién citu dat
duge muc dich dé ra. Do d6, Luan an da c6 nhitng déng gép cho khoa hoc
chuyén nganh, c¢6 ¥ nghia khoa hoc va thyc tién nhu da néu trong Phan mé
dau & hoan toan xac dang. Dong thoi, trong Phan kién nghi ching toi manh
dan néu ra mot vai ¥ tuéng nghién ctu tiép theo phat trién dé tai ctia Luan
an nay. Chung toi hy vong sé nhan dugce nhiéu sy quan tam va chia sé clia
dong nghiép gitp hoan thién cac két qua nghién citu.

7. Noi thuc hién dé tai Luan an

Truong Dai hoc su pham Ha Noi.



Tong quan veé dudi thac trien ctia cac
ham da dieu hoa duéi va phuong

trinh kiéu Monge—Ampeére

1. Duéi théic trién cac ham da diéu hoa duéi véi gia tri bién trong
16p nang lugng phic cé6 trong

Trong 1y thuyét da thé vi, toan ti Monge-Ampere 1a cong cu déng vai tro
trung tam va xuyén sudt trong su phat trién ctia 1y thuyét nay. Toan ti nay
duge nhiéu tac gid tap trung nghién cttu manh mé bat dau tit nita sau clia
thé ky thi XX, theo huéng mo ta cic 16p con clia 16p cac ham da diéu hoa
du6i (PSH(2)) ma toan tit Monge-Ampere van con duge xac dinh nhu mot
do do Radon, khong am, lién tuc trén day giam. Nam 1975, Y. Siu da chi ra
trong [61] rang, khong thé xac dinh dugce (dd“u)™ nhu mot dé do Borel chinh
quy do6i v6i ham da diéu hoa dudi bat ky u. Nam 1982 trong [8], Bedford va
Taylor da xac dinh dugc toan tit (dd®)™ trén 16p cdc ham da dieu hoa duéi
bi chan dia phuong, 16p PSH(Q) N L2 (). Cac két qua co ban khéac ve ly
thuyét da thé vi lien quan dén van dé nay c6 thé tim thay trong céac tai lieu
6], [48], [49] va [50]. Tiép tuc theo hudéng md rong mién xac dinh clia toan ti
Monge—-Ampere phitc néi trén, cac nam 1998, 2004 va 2008, trong cac cong
trinh [20], [21] va [23], Cegrell da mo t& nhiéu 16p con ctia PSH(Q) véi Q 1a
mién siéu 16i bi chin trong C", trong d6 c6 16p £(Q) 1a 16p 16n nhat ma tren

dé toan ti Monge-Ampere van con duge xac dinh nhu 1a mét do do Radon,

12
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dong thoi toan t nay van lién tuc trén day gidm ctia ham da diéu hoa duéi.
Diéu d6 ¢6 nghia la néu u € £(Q) thi ton tai (dd°u)™ va néu {u;} C £(Q) sao
cho u; N\, u thi (ddu;)™ hoi tu yéu dén (dd°u)". Trong phan dau clia luan an
chiing t6i nghién cttu bai todn dudi thac trién ctia ham da diéu hoa duéi véi
gia tri bien trong l6p nang lugng phic c6 trong &, (€2, f).

Bai toan dudi thac trién ctia cac ham da diéu hoa dudi dude quan tam tit cac
nam 80 ciia thé ky trude. El Mir nam 1980 da cho mot vi du chiing t6 ton
tai mot ham da diéu hoa trén song dia don vi A? = {(21,22) € C" | 2 |<
1,| z2 |< 1} sao cho han ché trén moi song dia nhé hon khong ¢6 dudi thac
trién 1én mot mién 16n hon (xem [39]). Sau d6, nam 1987, Fornaess va Sibony
chi ra déi v6i mot mién vanh trong C?, ton tai mot ham da diéu hoa duéi
khong c6 dudi thac trién vao bén trong mién d6. Diéu nay cho thay su khac
biet 16n gitta ham da diéu hoa va ham chinh hinh béi do dinh 1y Hartogs thi
moi ham chinh hinh f € O(Q\ K) v6i K C 2 1a tap compact luon c¢6 thac
trien chinh hinh flén Q). Nam 1988, Bedford va Taylor chitng minh moi mién
bi chin véi bién tron luon ton tai ham da diéu hoa duéi tron khong c6 dudi
thac trién léen mot mién rong hon (né 14 mién ton tai ciia mot ham da dicu
hoa dudi tron).

Bay gio ta noi so qua vé dudi thac trién ctia ham da diéu hoa dudi. Cho
QOcCOla nhitng mién trong C" va v 1a mot ham da diéu hoa dudi tren Q.
Ham u € PSH(Q) duge goi 1a dudi thac trien ctia ham v néu u < u trén
(Dinh nghia chinh x4c khai niém nay xin xem trong Chuong 1 ctia Luan an).

Trude khi néi vé van dé dudi thac trien cac ham da diéu hoa duéi trén
cac 16p ctia Cegrell, ta hay dé cap t6i mot vai I6p con ctia l6p PSH () trén
mot mién siéu 161 bi chan Q C C" ma trén do6 toan t1t Monge-Ampere (dd°.)"
duge xac dinh. Céc 16p nay duge Cegrell dua ra va nghién ciiu trong [21], cac
khai niém can thiét duge dé cap dén 6 day sé dude diing cho phan nay va cac
chuong sau:

Dinh nghia 1. Gia st Q 14 mién siéu 16i bi chin trong C". Khi d6 ta xac
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dinh cac 16p sau.

E(Q) ={p e PSH () NLQ): Zl_lglg(p(z) =0, /(ddcgo)” < o0},
Q

EQ)={pe PSH (Q):Vz € Q,3 lan can U > z,

E(Q) 2 pj \(p trén U, sup/(ddcgoj)” < oo},
J JQ

F(©) = {io € PSH(2): 36(2) 325\ sup [ (ddg) < oo},
Q

F(Q) = {p € F(Q) : (dd°)"(E) = 0,VE C Q la tap da cuc},
va v6i moi p>0,

£(Q) = {v e PSH™(Q) : 3&(Q) 3 ¢; \, w,sup[)(—wj)p(ddcwj)” < o0}

j
Nhan xét: Tu dinh nghia trén ta c6 & () C F(Q) C E().

Nam 2003, Cegrell va Zeriahi ([27]) da nghién cttu bai toan duéi thac trien
cho 16p F(). Céc téc gia da ching minh duge ring: néu Q € Q la nhing
mién siéu 161 bi chan trong C" va u € F(Q), thi ton tai u € F(Q) sao cho

/ (ddT)" < / (dd°u)".

Q Q

uw < u trén 2 va

Sau d6 nam 2008, ddi véi 16p E,(Q), p > 0, bai toan duéi thac trien duge
nghién citu béi Pham Hoang Hiép. Trong [46], Pham Hoang Hiép da chiing
minh dugc rang: néu Q) C QeCnla nhitng mién siéu 16i bi chan va u € E(Q),

~

thi ton tai u € £,(2) sao cho u < w trén 2 va

/ (—0)P(dd°T)" < / (—u)P(dd°w)".

Q Q
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O day tac gia da bd duge didu kien © compact tuong déi trong .

Tiép dén nam 2009, ba tac gid Benelkourchi, Guedj va Zeriahi da dua ra
va nghién ciu 16p nang lugng phiic ¢ trong &,(2) (xem [13]). Trong [10]
Benelkourchi da ching minh dugde ring: néu  C Q la nhing mién sieu 15i
trong C" va x : R~ — RT 1a ham gidm vdi xy(—o0) = +oo thi véi moi
u € &,(Q), ton tai u € EX(Q) sao cho u < w trén Q va (dd“u)™ < (ddu)™ trén
Q va

[ @@y < [ v

8 Q
Trong trudng hop dac biét néu ta chon () = (—t)?, p > 0 thi 16p £,(Q) la
16p £,(€2). Néu x(t) bi chan va x(0) > 0 thi £,(Q) 1a 16p F(2) va lac dé két
qua dudi thac trien quay vé cac két qua da noéi & tren.

Bay gio ta néi vé dudi thac trien trong 16p c6 gia tri bien. Két qua dau tien
theo hudéng nay dua ra va nghién citu bdi Czyz va Hed. Trong [34], d6i véi l6p
F(Q, f), Czyz va Hed da chiing minh dugc rang: néu Q C Q 1 nhimg mién
sicu 161 bi chin trong C*, n > 1. Gid st f € £(Q) va g € E(Q) N MPSH(RQ)
v6i f > g trén Q. Khi d6 véi moi ham u € F(Q, f), ton tai dudi thac trién

v E ]—‘(Q,g) va
] (dd°v)" < / (dd°u)",

3 Q
6 day MPSH(Q) la tap cac ham da diéu hoa dudi cuc dai trén Q. Ta thay
rang trong cac nghién cttu trén clia cic tac gia mdéi dimg lai ¢ viec danh gia
mass clia do do Monge-Ampere toan thé ctia ham dudi thac trién va ham da
cho.

Nam 2014, trong [41] hai tac gid Le Mau Hai va Nguyén Xuan Hong da
nghién cttu vé bai todn dudi théac trién véi gia tri bien 16p F(€, f), cac tac
gid da phat hién ra mot két luan manh hon cac két qua da co truée do 1a do
do Monge-Ampere ctia ham duéi thac trién va ham da cho 1a khong thay doi.
Két qua ctia ho dat duge nhu sau. Giad st Q C Q la nhitng mién siéu 1oi bi
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~ ~

chan trong C" (n > 1), f € E(Q) vag € EQ)NMPSH(Q) v6i f > g trén
Q. Khi d6 v6i moi ham w € F(Q, f) véi [(dd“u)" < 400, ton tai u € F(,9)
QO

voi @ < u tren Q va (dd0)" = 1o(dd°uw)™ tren Q. T két qua nay ta c6 thé
thu dugc cac két qua cia Cegrell, Zeriahi trong [27] va ctia Czyz, Hed trong
34].

Huéng nghién citu clia luan an 1a md rong két qua clia hai tac gia Le Mau

HAi va Nguyén Xuan Hong cho 16p nang lugng phic ¢6 trong véi gia tri bien
16p &,(©, f). Ching t6i da chi ra bai toan dudi thac trién trong 16p nang lugng
phiic ¢6 trong &, (€, f) gidi dudc va cho dang thitc do do Monge-Ampere ciia
ham duéi thac trien va ham da cho. Cu theé 1a,
Dinh 1y 1.2.1. Cho Q € Q la nhimng mién siéu 10i bi chan trong C" va
fe&Q)NMPSH(Q), g € EQ)NMPSH(Q) vdi f > g tren Q. Gid si
X : R™ — R* la ham lién tuc giam sao cho x(t) > 0 vdi moi t < 0. Khi dé
vdi moi u € E(Q, f) sao cho

[xt) = sl < +oc
Q

vdi p nao dé thuoc E(Q), ton tai U € Sx(ﬁ, g) sao cho uw < wu trén Q va
X (@)(dd°T)" = 1o (u)(ddu)™ trén Q.

Dé chitng minh duge két qua trén ching t6i phai st dung mot phuong
phép chiing minh khéac so véi cach chiing minh truyéen thong da duge st dung
dé chiing minh van dé trén cho cac 16p F(Q, f) hodc &, (Q), bdi vi l6p £, (L, f)
khong c6 duge nhitng tich chat tét nhu 1a 16p F(Q, f) va viec so sanh gitta
do do lox(u)(ddu)™, u € £,(Q, f) véi do do clia ham dudi thac trién la viec
lam khong hé don gian vi c6 sy tham gia ctia ham y. Do d6, trong qué trinh
nghién citu van dé dudi thac trién trong 16p &, (Q, f) ching toi da tim ra mot
huéng tiép can méi dé giai quyét van dé nay.

2. Duéi thac trién cac ham da diéu hoa dudi trong mién siéu 16i

khong bi chan va ing dung
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Bai toan dudi thac trién trong céac 16p Cegrell trén céc mién sieu 16i bi
chan € trong C" da dat dugc nhitng két qua co ban nhu da giéi thiéu trong
muc 1 Mot cau héi tir nhién dit ra 1a néu © 14 mién siéu 16i khong bi chan
trong C" thi van dé dudi thac trien c6 gidi duge khong? Khi di tim cau tra
16i cho cau hoi nay ching toi nhan thay déi v6i mién siéu 161 bi chan thi mot
trong cac ky thuat dugc sit dung la giai phuong trinh Monge—Ampere. Do d6
dén nay duéi thac trién cac ham da diéu hoa dudi chi thuc hién duge trén cac
mién siéu 161 bi chan béi vi trén mien d6 da dat duge nhicu két qua doéi véi
viéc giai phuong trinh Monge-Ampere. Tuy nhién doi véi mién siéu 16i khong
bi chan trong C", két qua nhan dugc vé giai phuong trinh Monge-Ampere
trén cac mieén nay con kha han ché.

Nam 2014 trong [44], ba tac gia Le Mau Héi, Nguyén Van Trao, Nguyén
Xuan Hong da nghién ctu 10i gidi cia phuong trinh Monge-Ampére trén
mién siéu 10i khong bi chan trong C"; dong thoi gidi thieu 16p Cegrell cac
ham da diéu hoa duéi trén mot mién siéu 16i khong bi chian trong C". Cac két
qué do6 duge cong bd trong bai bao “The complex Monge—Ampére equation in
unbounded hyperconvex domains in C"” dang trén tap chi Complex Var and
Elliptic Equar.

Dinh nghia 2. Gi4 stt Q 14 mieén siéu 16i khong bi chan trong C" sao cho
PSH?*(Q)N L>®(Q) # &. Ta xac dinh,
E(Q) = {ue PSH ()N L®Q):V &0, {u<—e} e, / (dd°u)" < oo},

Q

F(Q)={ue PSH(Q):3 &(Q) 2 uj \yu, sup/(ddcuj)” < oo},

J
Q

0N

va
EQ)={uePSH (Q):V UEQ,3 veF(Q) véi v=u trong U}.
Néu f € MPSH(Q)NC(Q) va K € {&, F,E} ta ki hiéu,
K, f)={uec PSH (Q):3 Y€ K(Q), ¥+ f <u< [ trong Q}.
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Nhan xét: Tiu dinh nghia trén ta c¢6 quan hé bao ham & (€2, f) C F(£, f) C
£, f).

Dura vao két qué 10i gidi clia phuong trinh Monge-Ampeére trén mién siéu
16i khong bi chian trong C" clia ba tac gid noéi trén cling véi két qua nghién
citu clia hai tac gia Le Mau Hai, Nguyén Xuan Hong trong [41] dat ra hudéng
nghién ctu tiép theo cho luan an dé la nghién ctu bai toan dudi thac trién
cac ham da dieu hoa dudi cho 16p F(, f) v6i Q 1a mién siéu 161 khong bi
chin trong C". Cu thé ching toi nhan dugc két qua sau,

Dinh 1y 2.2.1.Gud su Q) C Q la cdc mién siéu 1oi khong by chan trong C"
sao cho PSH*(Q) N L>®(Q) # @. Khi dé vdi moi f € MPSH™(Q)NC(Q) va
moi u € F(§2, f) sao cho

(ddu)" < oo,
Q

ton tai t € F(Q, f) sao cho U < u trén Q va
(ddQ)" = 1o(dd°u)" trén €.

Trén co s két qua thu dudge, ching toi ap dung vao nghién cttu bai toan
xap xi cdc ham da diéu hoa dudi biang day tang cac ham da diéu hoa duéi
trén cac mien rong hon. Luge st van dé nay 1a nhu sau.

Cho Q € Qj41 € Q;, j = 1,2,... 1a nhiing mién siéu 16i bi chan trong
C™. Nam 2006, duéi gia thiét Q 13 mién siéu 16i manh va lir{)lo Cap(K, ;) =
Cap(K,Q), moi tap K € €2, Benelkourchi trong [9] da chjfmg minh v6i moi
u € F*(Q) ton tai day tang cac ham u; € F*(Q;) sao cho u; — u hau khap
noi trén Q. Tiép d6 nam 2008, bd qua gia thiét 1;1]([)10 Cap(K,Q;) = Cap(K,Q),
Cegrell va Hed da chitng minh dugc ring: riéu c6v e NQ),v <0va
v; € N(£;) sao cho v; — v hau khap noi trén € thi v6i moi u € F(£2) ton
tai day cac ham tang u; € F(€;) sao cho u; — u hau khap noi trén Q (xem
25]).

D61 v6i trudng hop c6 gia tri bien, nam 2010, Hed trong [38] da chiing minh
két qua trén cho lép F(Q, f). Cu thé, Hed da ching minh duge rang néu cé
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veN(Q),v<0vav; € N(j) sao cho v; — v hau khap noi tréen Q thi v6i
moi f € MPSH™ (1) NC(21) va u € F(Q, f) sao cho

/(ddcu)” < 00,
Q

thi ton tai day cac ham tang u; € F(Q;, f) sao cho u; — u hau khdp noi
trén €.

Diing két qua vé dudi théc trién cho mién siéu 16i khong bi chin, ching toi

thiét lap két qua ciia Hed cho cac mién siéu 16i khong bi chin trong C"*. Cu
thé ching t6i chitng minh dugc két qua sau:
Dinh 1y 2.3.1. Gid st Q la mien sieu loi khong chan trong C* va {5132, la
day cdc mien siéu 10i khong bi chan sao cho Q C Q41 C Q; va PSH* () N
L®(Qy) # @. Gid st ton tai ¢ € F(Q) va ¢; € F(;) sao cho ¢p < 0
trén Q va ¥; S 1 hau khdp noi trén Q khi j 2 oo. Khi dé vdi moi [ €
MPSH=(21)NC(2) va vdi moi u € F(, f) sao cho

/(ddcu)” < 00,
Q

ton tai day cic ham u; € F(;, f) sao cho uj 7w hau khap noi trén Q khi
j /oo
3. Duéi thac trién ctia ham m-diéu hoa dudi

Trong thoi gian gan day, viéc mé rong 16p ham da diéu hoa dudi ciing nhu
nghién cttu cac toan tit vi phan trén cac 16p ham md rong nay da duge mot
s6 tac gid nghieén ctu, chang han nhu Z. Blocki, S. Dinew, S. Kolodziej, A.
S. Sadullaev, B. I. Abullaev, L. H. Chinh, ...Cu thé ho da dua ra va nghién
cttu 16p ham m-diéu hoa duéi va nghién citu toan tt m-Hessian phic trén 16p
ham nay. Céac két qua dat dude ctia Z. Blocki, S. Dinew, S. Kolodziej, A. S.
Sadullaev va B. I. Abullaev, chii yéu trén 16p ham m-diéu hoa duéi bi chin
dia phuong trén cac tap mé trong C". Cac két qua co ban vé ham m-dicu
hoa duéi va toan tit m-Hessian phitc ban doc c¢6 thé xem trong [15], [36] va
[53]. Viéc nghién citu toan tit m-Hessian phtic trén 16p ham khong nhat thiét
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bi chin dia phuong duge dua ra va nghién ciu trong thoi gian gan day, dac
biét phai ké t6i két qua ctia L. H. Chinh trong [31]. Dya theo ¥ tudng ctia
Cegrell, L. H. Chinh da dua ra 16p ham £2 (), F.(Q), £,(2) tuong ty nhu
cac 16p £°(Q2), F(2), (). Qua d6 tac gia da chiing minh sy ton tai clia toan
ti m-Hessian phic H,,(u) = (dd°u)™ A 7™ trén 16p ham &,,(€2). Hon nia
toan ti nay xac dinh mot do do Radon trén Q.

Trong phan tiép theo chiing toi xét bai toan dudi thac trién cho 16p ham
m-diéu hoa dudi khong bi chan, cu thé 1a cho 16p F,,,(Q2). Chiing toi thay rang
bai toan dudi thac trien cho 16p JF,,(2) trong truong hgp € 1a mién sieu 16i
trong C" da dugc nghién ctu truée dé trong [55]. Tuy nhien, két qua duéi
thac trién ma tac gid da dat dudc trong 16p F,, () trong trusng hop nay con
nhiéu han ché. Thit nhat, cac tac gia da xét bai toan dudi thac trien véi gia
thiét © 1a mién siéu 16i compact tuong déi trong . Thit hai, ho da khong
mo ta dude dude do do Hessian phtic ciia ham m-diéu hoa dudi thac trién va
ham da cho. D6i véi van dé nay ching toi da c6 gang vudt qua nhitng han
ché trén. Cu thé ching toi da chiing minh dugce ring ton tai dudi thac trién
cho 16p F,,,(Q2) trong trudng hop €, Q) 1 nhitng mién m-siéu 1i bi chin trong
C" ma khong can gia thiét riing  la compact tuong dbi trong 2. Ching toi
ciing mo ta chinh xac duge do do Hessian phitc ctia ham dudi thac trién va
ham da cho. Cu thé ching t6i chitng minh dugc dinh ly:

Dinh ly 3.2.1. Cho Q) C QcCla nhiing mién m-siéu 101 bi chdn va

~

u € Fpn(Q). Khi dé ton tai w € Fpp(Q) sao cho w < u trén Q va

(ddw)™ A "7 = 1q(ddu)™ A g7,
tren Q.
Tt dinh Iy trén, chung to6i dat duge hé qua.
Hé qua 3.2.5. Cho Q C Q la nhitng mién m-siéu 16i bj chan va {u;};>1,u C
Fm(Q) sao cho u; > w, u; hoi tu trong Cy,- dung luong tdi u trén Q. Gid si
Uj, u theo thi tu lan lugt la dudi thdc trién cia uj,u trén Q. Khi do H, (u;)
hoi tu yéu tdi H,, () tren Q.
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4. Phuong trinh kiéu Monge—-Ampére cho mot do do bat ky

Trong 1y thuyét da thé vi, viéc tim nghiém ctia bai toan Dirichler

w € PSH(Q) N L=(Q)

(ddu)"™ = du (1)
h_r)nu(z) = p(x),Vx € 9.

O do Q 1a tap md, bi chan trong C", u la do do Borel khong am trén €2 va
@ € C(09) 1a ham lien tuc, luon thu hat duge sy quan tam clia nhiéu tac gia.
Trong truong hgp Q C C" 14 mién siéu 16i, bi chan va dy = fdVs,, f € C’(ﬁ)
thi Bedford - Taylor trong [6] da ching minh (1) ¢6 nghiém duy nhat. Néu
dp = fdVa,, f € C®(Q), f > 0 va 9 la tron thi trong [18], cac tac gia
da chiing minh (1) ¢6 nghiém duy nhat v € C*(Q). Mot huéng dé gidi bai
toan trén la xét st ton tai nghiém ctia phuong trinh trén néu chitng minh
duge sy ton tai dudi nghiem. Nam 1995, S. Kolodziej trong [49] da ching
minh trén mién gia 16i chat Q C C™ néu ton tai dudi nghiém trén 16p céac
ham da diéu hoa dudi bi chin thi phuong trinh (1) ¢6 nghieém bi chan. Nam
2009, Ahag, Cegrell, Czyz va H. Hiep trong [5] d& nghién ctu bai toan trén
trén mién siéu 16i v6i 16p cac ham da diéu hoa dudi khong nhat thiét bi chan
v6i gia tri bien md rong va thu dudge két qua: gia st Q C C" 1a mién siéu
16i va H € £(Q) N MSHP(R). Néu c6 w € £(Q) sao cho p < (ddw)™ thi
Jue EQ,H), w+ H < u < H véi (ddu)” = p (xem Dinh 1y 4.14 trong
[5]). Tiép tuc huéng nghién ctiu viée giai phuong trinh Monge-Ampere, trong
chuong 4 ctia luan an ching to6i nghién cttu nghiém yéu ctia phuong trinh kicu

Monge-Ampere. D6 1a phuong trinh dang
(dd“u)" = F(u,.)dpu, (2)

chi tiét xem dinh nghia (4.1.1). Viéc chtiing minh ton tai nghiém yéu clia
phuong trinh (2) da duge nghieén citu bdi nhiéu tac gia trong [6], [7], [12],
29], [35], [52], [62], cu the:
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Khi p triét tieu trén cac tap da cuc va pu(2) < +o00, 0 < F(t, z) < g(z) vdi
g € LY(dp) thi, véi moi f € MPSH(Q) N E(Q), Cegrell va Kotodziej trong
[29] d& ching minh phuong trinh (2) ¢6 nghiem u € F*(Q, f).

Sau d6 trong [35] Czyz nghién cttu phuong trinh (2) trong 16p N (Q, f).
Czyz da ching minh rang: néu p triet tieu trén cac tap da cuc cia Q, F 1a
ham lien tuc d6i v6i bién thit nhat va bi chan bdi ham kha tich g € LY(du),
0< F(t,z) <g(z) va p = (ddw)™, w € N(Q) thi phuong trinh (2) giai duge
trong 16p N (9, f).

Gan day vdi gid thiét p triet tieu trén cic tap da cyc ciia € va ton tai
du6i nghiem vy € N%(Q) clia (2), tiic 1a ton tai ham vy € N%(Q) sao cho
(ddvy)™ > F(vo,.)dp, Benelkourchi trong [12] da ching minh duge rang
phuong trinh (2) ¢6 nghiem u € N9, f).

Van dé dat ra ¢ day chting t6i mudn nghién cttu nghiém yéu ctia phuong
trinh (2) cho mot do do tuy y, dac biét 1a do do mang béi mot tap da cuec.
Két qua sau néi vé van dé nay.

Dinh 1y 4.2.1. Gid st Q la mién siéu 10i bi chan va p la do do khong am
tréen Q. Gia st F : R x Q — (0,+00) la dt x du- ham do dugc théa man:

(1) Vi moi z € Q, ham t — F(t, z) la ham lién tuc khong giam;

(2) Véi moit € R, ham z — F(t,z) thuoc Li,.(Q, u);

(3) Ton tai ham w € N(Q) sao cho (ddw)™ > F(w,.)du.

Khi dé véi moéi f € MPSH(Q)NE(Q) ton tai u € N(Q, f) sao cho u > w
va (ddu)™ = F(u,.)du trén S).

Dé gidi quyét dudc van dé dat ra ching toi khong sit dung phuong phéap
chiing minh da duge dua ra trong [29], [35], [12]. Trong cac nghién ctu [29],
[35], [12] dé chitng minh sy ton tai nghieém yéu ctia phuong trinh (2) cac tac
oid da st dung dinh 1§ vé diém bat dong Schauder - Tikhonov. O day ching
toi dua vao két qua cla viéc gidi phuong trinh Monge-Ampere cho do do
mang bdéi mot tap da cuc trong [5].

Cac van dé dit ra tréen day sé duge ching toi gidi quyét va trinh bay lan
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luot trong boén chuong, véi sy ¥ thie dude rang, cac két qua va noi dung
chinh ciia luan an, xoay quanh van dé dudi théac trién cac ham da dicéu hoa

duéi va tng dung.



Chuong 1

Dudi thac trién cac ham da diéu hoa
dudi véi gia tri bién trong 16p nang

luong phiic c6 trong

Nhu da trinh bay ¢ Phan mé dau. Muc dich ctia chuong nay 1a xét van
dé duéi thac trien cac ham da dic¢u hoa dudi véi gia tri bién trong 16p ning
lugng phiic ¢6 trong &, (€2, f).

Chuong 1 gdm hai phan. Phan thi nhét trinh bay mot sb kién thic chuan
bi can thiét cho chuong nay va cac chuong sau. Phan thit hai ching minh
dinh 1y chinh.

Céc két qua ctia chuong nay duge rat ra tit bai béo [1] (trong danh muc

cong trinh da cong bo lien quan dén luan &n)

1.1 Mot sé khai niém va két qua bo tro
Gié sit 2 1a mot tap mé trong C". Ta dung ky hieu PSH(Q2), PSH(Q)
lan luot 1a tap cac ham da dieu hoa duéi, da diéu hoa duéi am trén .

Dinh nghia 1.1.1. Cho Q) C Q la nhitng mién trong C* va u la mot ham

da diéu hoa dudi tréen Q (v € PSH(Q)). Ham uw € PSH(Q) dugc goi la dudi

24
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thac trién cia ham u néu u(z) < u(z), Vz € Q.

Nhan xét 1.1.2. Néu @ la dudi thac trién clia u thi tai cac diem z € Q ma
u(z) = —oo thi u(z) = —o0.
Dinh nghia 1.1.3. Tap md Q C C" goi la mién siéu l0i néu ton tai ham da
dieu hoa dudi o : 8 — (—00,0) sao cho vdi moi c < 0 thi tap Q. = {z € Q:
(z) < c} € 0.
Dinh nghia 1.1.4. Ham da diéu hoa dudi v duoc goi la ham da dieu hoa
dudi cuc dai (ki hieu u € MPSH(Q) ) néu moi tdgp compact K C Q va vdi
moi v € PSH(Q), néuv <u tren Q\ K thi v < u trén €.

Ki hicu MPSH~(Q) la tap cac ham da diéu hoa dudi cyc dai am.
Nhan xét 1.1.5. Nhu ta da biét (trong [48]) mot ham da dicéu hoa duéi bi
chin dia phuong u € PSH(Q)N L2 () la da diéu hoa dudi cue dai khi va chi
khi néu n6 théa man phuong trinh Monge-Ampere thuan nhat (dd®u)™ = 0.
Trong [17], Blocki d& md rong két qua nay cho 16p £(Q).

Cimng v6i Dinh nghia 1 da dugce trinh bay & trong phan Tong quan vé céc
16p ham da diéu hoa dudi ciia Cegell 16p &(Q), F(2), E(Q). Tiép theo, ching
toi de cap t6i dinh nghia céc 16p N (Q2),E,(Q) va 16p ham da dieu hoa dudi
c6 gia tri bién trong 16p £(2).

Dinh nghia 1.1.6. Gid s Q la mién siéu [0i trong C" va {Q;};>1 la mot
day co ban cia Q, nghia la {Q;};>1 la day cdic mién gid loi chat tang cia 2,

400
Qj@Qj.H@de U Qj:Q.

j=1
Gia stt o € PSH (). V6i méi j > 1, dat
¢ =sup{u:u € PSH (), u<gy tren Q\Q;}.
Khi d6 nhu trong [23], ham ¢ = (lim;_, ¢’)* € PSH(Q) va p € MPSH(Q).
Dat
N(Q) ={p e &(Q): ¢ =0},
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hodc tuong duong

N(Q) = {p e PSH(Q) : ¢ 1 0}.

Nhan xét 1.1.7. T dinh nghia trén va do nguyén 1y so sanh trong [23] ding
cho 16p F*(2) ta c6 quan hé bao ham F(Q2) C N(Q) C £(Q).

Dinh nghia 1.1.8. Gid sy : R~ — R™ la ham gidm va Q la mién siéu
107 bi chan trong C". Khi d6 ham u € PSH™(Q) thudc &, () néu ton tai day
{u;} € E(QQ) giam tdi u trén Q va

Su_p/)((uj)(ddcuj)” < ~+00.

J
Q

Nhan xét 1.1.9.

a) Néu ta chon x(t) = (—t)?, p > 0 thi l6p &,(Q) 1a 16p £,(9).

b) Néu x(t) bi chan va x(0) > 0 thi £,(Q) 1a 16p F().

c) He qua 3.3 trong [42] khang dinh réng néu x # 0 thi £,(Q2) C £(Q2). Do d6
trong truong hop nay toan tit Monge-Ampere duge xac dinh trén 16p &, ().
d) He qua 3.3 trong [42] ciing khang dinh néu x(¢) > 0 v6i moi t < 0 thi
& () € N(Q). Hon nita, béi Dinh 1y 2.7 trong [11] ta c6

Ex(Q) =S ueN(Q): /X(u)(ddcu)” < 400

Trong luan an nay ching toi can dung khai niém sau:

Dinh nghia 1.1.10. Gid su Q) C C" la tap md, u la do do Borel duong trong
Q, ta nou:

i) w triét tiéu trén cdc tap da cuc cia (2 néu vdi moi tap A C Q, A da cuc ta
co u(A) = 0.

i) p goi la duge mang bdi tap da cuc néu ton tai tap da cuc A C Q, sao cho
((A) = pn(Q). Trong truong hap nay co thé viét = 1pu.
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Dinh nghia 1.1.11. Gid st K € {&/(Q), F(),N(Q),E,(Q2),E(Q)} va f €
E(Q). Ta néi ham da dieu hoa dudi u trén Q thuoc K(, f), néu ton tai ham
w €K sao cho p+ f <u< f trén Q.

Ky hieu K4, f) la cic ham da dieu hoa dudi v € K(S2, f) sao cho p € K* :
o+ f<u<f, ddoK®*la cic ham u € K sao cho (dd°u)" = 0.

Dé chitng minh duge Dinh 1y 1.2.1 ta can mot sé két qua sau.
Meénh dé 1.1.12. Gid st x : R~ — RT la mot ham lién tuc gidm sao cho
xX(t) > 0 vdi moi t < 0 va Q la mién siéu 107 bi chan trong C". Gid si p la
do do Radon, triét tiéu trén cdac tap da cuc cia Q va u,v € E(Q) la cic ham
thoa man x(u)(dd“u)™ > p, x(v)(ddv)™ > p. Khi do
x(max(u, v))(dd® max(u,v))" > p.

Chiing minh. T gid thiét ta co

c, \ H

:1u:v
x(u) — Ty

(max(u,v))’
Tuong tu,

1
ddcvn>1u:q}—:1u:v
[dd°0)" 2 Lumy T3 = Lu=e)

Tu Menh dé 4.3 trong [47] ta c6

x(max(u,v))’

0
(max(u,v))’

(dd°(max(u,v))" > l{u:U}X
hay
X (max(u, v))(dd“(max(u, v))" > 1—p it
Tit bat dang thitc trén va két hop véi Dinh 1y 4.1 trong [47] ta thay
x(max(u, v))(dd° max(u, v))" = 1>y x(max(u, v))(dd® max(u, v))"
+ 1y=py X (max(u, v))(dd® max(u, v))" + Lcy X (max(u, v))(dd® max(u, v))"
= Lpusoyx(u)(ddu)” + 1=y x(max(u, v))(dd” max(u, v))"
+ Loy X (v)(ddv)"
> Liusoypt + Lpu=op it + Liucoypt =
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Vay ménh dé dugc chiing minh. ]

Ménh dé sau 13 mot két qua kha co ban khong chi diing dé chiing minh Dinh
ly 1.2.1 ma con dung dudge cho chiing minh cac két qué khac.

Ménh dé 1.1.13. Gid st Q la mién siéu 167 bi chin trong C* va f € E(Q) N
MPSH(Q). Khi dé vdi moiu € N(Q, f) sao cho

(ddu)" < +o0,

{u=—o00}NQ2

ton tai v € F(Q, f) sao chov > u va
(ddcv)n = 1{u:_oo}(ddcu)n.

Chitng minh. Lay ¢ € N(Q) sao cho ¢ + f < u < f trén Q. Ta c6 the gia
st ¢ > wu trén . That vay, dat ¢ = max(p,u). Khi d6 v € N(Q),¢ > u
tren Q. Ta dé thay rang ¢ + f < u < f trén Q. Thay ¢ béi v, ta duge dieu
diéu gia sit tren. Mat khac do (ddCf)™ triet tieu trén cac tap da cyc ctia Q va
0<¢p—u<—f, Bodé4.12 trong [5] cho ta

1{u:—oo} (ddcu)n = 1{(p:_oo}(ddctp)n
< (ddp)".

Hon ntta, b6i Dinh 1y 4.14 trong [5], ton tai w € N(Q, f) sao cho ¢ + f <
w < f trén Q va
(ddw)" = 1gy——ooy(ddu)".

Ta ¢6 [(ddw)™ = [ (ddu)™ < +oc nén Menh dé 2.2 trong [34] cho
Q {u=—00}NQ

w e F(Q, f). bat

P = (Sup{w € PSH (Q): ¢+ f<w trén Q}) .
Khi d6 1 € PSH™(22), ¢ <1 va i1 + f < w trén Q. Tu Dinh 1y 2.1 trong
23] ta co:



/d%pl” /ddc (1.1)
Q

Tit ¢y + f < w trén Q thi béi Bo dé 4.1 trong [5] ta co:

Lw=—oo} (dd“w)" < Tgy 4 p—— o) (dd(h1 + f))" = Ly ——ooy (ddYr)",

Dang thtic thit 2 6 trén c6 dude do |[¢1 + f — 1| = —f, va bdi B dé 4.12
trong [5]. Nhung (ddw)™ mang bdi mot tap da cuc nén ta duge

(dd“w)" = Lpw=—co} (ddw)" < 1py 4= ooy (dd* (Y1 + )" (1.2)
= Liy1=—oo) (ddY1)" < (ddn)".

Két hop (1.1) va (1.2) ta co:

(ddcw)n = 1{w1:—oo} (ddcwl)n

Do d6 1y, —— ooy (dd1)" = 1py——ooy (ddu)™.

Diat v = max(w,u). Taco o+ f <u<v < f. Do dd, v e N(Q, f),v>u. Ta
can ching minh rang (dd°v)" = 1ly—_o}(ddu)™ va v € F(Q, f) va ménh de
1.1.13 dugc ching minh. Trude hét, ta cha ¥ rang v < ¢y trén Q. That vay,
béiviu+ f<p+f<wvaw+ f<wthiv+ f=max(w+ f,u+ f) <w.
Do d6 tir dinh nghia clia ¢ ta c6 v < 9. Mat khéc, ttt v,w € N(Q, f),v >
w, [(dd“w)™ < +o00 nén béi Bo dé 3.3 trong [5], ta dudc

Q

/ (dd°v)" < / (ddw)". (1.3)

) )
Tt u < v < 1P Bo dé 4.1 trong [5] kéo theo:

1{¢1:_Oo}(ddc¢1)n < l{v:_oo}(ddcv)” < 1{u:_oo}(ddcu)n.
Nhung ta da chting minh dugc rang 1y, = ooy (dd®r)" = 1g—_ oy (ddu)™ nén

1{U:_w}(ddcv)n = 1{u:—oo} (ddcu)n = (ddcw)n



Do do,
(ddv)" > (ddw)". (1.4)
Tit (1.3) va (1.4) ta c6
/(ddcw)" < /(ddcv)” < /(ddcw)” = / (ddu)" < 400,
Q Q Q {u=—00}NQ2
Do vay,
(ddv)" = (dd“w)" = 1{y=—oo) (ddu)".

Ngoai ra, bdi Méenh dé 2.2 trong [34] kéo theo v € F(Q, f). Ménh dé duge
chiing minh. ]

1.2 Duséi thac trién ctia ham da diéu hoa trong 16p &,(, f)

Bay gio ching toi trinh bay két qua chinh ctia chuong va chitng minh két

qué chinh vé dudi thac trién ctia cdc ham da diéu hoa dudi cho 16p &, (€, f).
Do la:
Dinh 1y 1.2.1. Gia su Q) € Q la nhimg mien siéu loi bi chan trong C* va
fe&Q)NMPSH(Q), g € EQ)NMPSH(Q) vdi f > g tren Q. Gid st
X : R™ — R" la ham lién tuc gidm sao cho x(t) > 0 vdi moi t < 0. Khi do
vdi moi u € E(Q, f) sao cho

/ () — p)(dd°u)" < +oo,

vdi p nao dé thuoc E(Q), ton tai U € SX(SNZ, g) sao cho u < u trén 2 va
X(@)(dd°T)" = 1o x(u)(ddu)™ trén Q.
Dé ching minh dinh 1y trén, ta can vai bo dé sau:

B dé 1.2.2. Cho Q C Q la nhiing mién siéu 10i bi chan trong C" va f €

E(Q),geEQ)NMPSH () vdi f > g tréen Q. Gid st u € F(L, f) sao cho
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(a) (ddu)™ mang boi mot tap da cuc.
(b) [(ddu)* < +oc.
Q
Khi dé ham
U= (sup{p € F(Q,g) : ¢ < u trén Q})*
thuoe F(Q, g) va (dd0)" = 1o(ddu)" trén Q.

Ching minh. Khong mat tinh tong quat gid st (dd°u)™ mang bdi tap da cuc
{u = —o00}. Do [34] ton tai v € F(€, g) sao cho v < u trén Q va

/ (dd°v)" < / (dd°u)".

o Q
Tit v < 7 < g trong €2 kéo theo @ € f(ﬁ,g). Bo dé 3.3 trong [5] cho ta
/(ddcﬂ)” < /(ddcv)” < /(ddcu)”.
Q Q Q
Nhung @ < u trong 2 nén béi Bo dé 4.1 trong [5] ta c6
1{a:_m}(ddcﬂ)n > 1{u:_oo}(ddcu)n,
trén €. Tuy nhién, do (ddu)™ mang bdéi tap da cuc {u = —oo} nén

(ddQ)" > 1q(dd°u)” tren Q.

/ (dd°a)" < / (dd°u)" = / (ddu)"
Q

Vay ta co

Q QN{u=—o0}
< / (ddu)" < /(ddca’)”,
QN{u=—o0} Q

Do d6 [(ddw)" = [(ddu)" suy ra (dd°G)" = lo(dd°u)" tren Q. B dé duge
Q Q
chiing minh. ]
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Bo6 dé sau dugc dung dé chitng minh két qua chinh,

Bo6 dé 1.2.3. Gid st Q) la mién siéu 1oi bi chan trong C" va i la do do Radon
diong, triét tiéu trén cac tdp da cuc ctia Q vdi pu(Q) < +o0o. Cho x : R~ — RT
la ham lien tuc giam bi chan théa man x(t) > 0 vdi moit < 0 va x(—o0) = 1.
Gia st f € E(Q N MPSH(Q) vav € F(Q,f) théa man (dd“v)" mang bdi

mot tdp da cuc va

/(ddcv)" < 400.
Q
Khi do ham v xdac dinh boi

u = (sup{p € £(Q) : ¢ < v v x(¢)(dd°¢)" > pu})”
thuoc lop N (Q, f) va
x(u)(ddu)" = p+ (ddv)".
Hon nita, néu supp(dd®v)™ € Q va g{(—p)(ddcu)" < 400 vdi p nao dé thuoc

£0(Q) thi
x(w)(ddu)" = p+ (ddv)".

Chitng minh. Truée hét, ta ching minh v € N (Q, f). That vay, tu p triet
tieu tren tat ca cac tap da cuc ciia Q va u(2) < +oo nén theo Dinh ly 4.10
trong [42] ton tai ¢ € N (Q) sao cho

X(Po)(dd°®g)" =
bat &; := &y + v. Khi d6 ®; € N(Q, f) va
X(P1)(dd“®1)" = x(Po)(dd Po)" = pu.

Vay u > ®; nén u € N(Q, f). Tiép theo, ta ching minh y(u)(ddu)™ > pu.
That vay, béi Bé dé Choquet (xem [14]) vd Ménh dé 1.1.12, ta c6 thé coi
{p;} C E(Q), ¢; tang va hoi tu hau khdp noi trén Q t6i u, p; > Py, va

X (@) (ddp;)" > pu.
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Co6 dinh k£ > 1. V6i j > k ta ¢6 x(¢;) < x(pk). Vay

X (@r)(ddp)" > x(pj)(ddp;)" > p.

Do do .
ddp;)" > L.
(dd"p;) x(r)
Cho j — 400, bdi [24] ta ¢
(dd°u)" > —
uw)” > (L.
x(ek)

Do i u khi k 7 oo ngoai tap da cuc cta §2, p triet tiéu trén cac tap da
cuc caa €2 nén khi cho £ — 400 ta dudgc,

1
dd°u)" > ——p.
) = 3
Tiép theo, ta ching minh x(u)(ddu)™ > p + (ddv)™. That vay, tr p triet

tiéu trén cac tap da cyc cia Q va x(u)(dd“u)™ > p nén
1{u7gfoo}x(u) (ddcu)n > 1{u#,oo},u + 1{u:700},u = L.
Nhung tit u < v, v x(—o00) = 1, Bo dé 4.1 trong [5], cho ta:
l{u:_oo}x(u) (ddcu)n = l{u:_oo}(ddcu)" > l{vz_m}(ddcv)n.

Do do,
X (u)(ddu)” = p+ (ddv)".
Bay gio, gid st supp(ddv)” € U € Q va [(—p)(dd°u)™ < 4+o00. Theo Dinh 1y
Q
2.4 trong [5], ta c6 thé gid sit p € £(Q) NC(Q). Béi Menh dé 2.5 trong [5] ta

chon day {v;} C &(€, f) sao cho supp(dd®v;)” € U € Q, v; \ v khi j 7 0.
Tu 0 < x <1 vawv <, theo Bo dé 3.3 trong [5], ta c6

[ vty < [y < [are < oo
Q

Q Q
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Lai do u(€2) < 400 nén theo Dinh 1y 4.10 trong [42] ton tai ham w; € N(L, f)
sao cho
X(wy)(ddw;)" = pu+ x(v;)(ddv;)". (1.5)
Diéu nay kéo theo x(w;)(ddw;)™ > x(v;)(dd“v;)". Do d6 bdi Dinh ly 4.8
trong [42] ta dugc w; < v; trén Q. Dat
uj = (sup{yp € E(Q) 1 ¢ < v; va x(p)(dd°p)" = uy)”.

Ta c6 u; > wj trén Q. Tu w1 < uj boi vay ujr < uj, Vb > 0. Do do,
*
w; < Y= (sup wj+k> < u;.
keN

Suy ra ¢ := lim v¢; <w:= lim u;. Ngoai ra, tut
Jj—+o00 j——+o0

(ddc(q)o + Uj))n > (ddcq)o)n + (ddcvj)”,
va x(®o + v;) > x(Po), x(Po + vj) > x(v;), va do (1.5) ta dugc
(@0 07) (A (B0 + ;)" 2 (@0 + v,)((dd° Do) + (dd;)")
= X(Po + v;)(dd“®g)" + X (Po + v;)(ddv;)"
> X((I)Q)(ddcq)())n -+ X(Uj)(ddcvj)n
= p+ x () (ddv;)" = x(w;)(ddw;)"

Lai theo Dinh 1y 4.8 trong [42] suy ra w; > ®¢ + v; > o+ v. Vay ¥, ¢; €
N(Q, f) vap; \ ¥ khi j — oo. Do d6, béi Bo dé 3.3 va He qua 3.4 trong
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[5] ta co

/ (—p) (dd°u)" < / (—p)(dd)" = lim [ (—p)(ddou;)"

j—o0
Q Q Q
<timsup [ (~p)(dd"w;)"
j—o0
Q
. —p
< hmsup/ A+ (ddv;)"
< limsup/ P ,u-l-thUp/_—p(dchj)n
j—ro0 x(¢5) j—ro0 X (¥5)
Q Q
_p .
< —,u—|—hmsup/ (ddv;)",
Q/X(w) j—oo  J (%) ’
U

Trong d6 dang thiic thit nhat trong (1.6) c6 duge do dinh 1y vé sit hai tu déu,
danh gia thi hai béi vi supp(dd®v;)* € U € Q. T v; \ v € () nén theo
Hé qua 3.3 trong [24] ta thay —p(ddv;)™ hoi tu yéu t6i —p(dd“v)"™. Nhung

D) d@) lién tuc trén va giam téi m Do dé ta c6 danh gia bicu thic thit hai
trong (1.6) nhu sau

li?i)solip/x(:f])(ddcvj)" < /ﬁ(ddcv)” (1.7)
U
< Q/ (dd“v) Q/ (—p (dd°v)

Két hop (1.6) va (1.7) Ta ¢6

[oaay < | Lt (adroy

Q Q

Mt khéc, tur [(—p)(ddu)™ < +oo va
Q

- )" P )
pldd )" > ) [+ (dd)"]
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nen
¢, \1 —P ¢, \ N
—p)(dd°u)" = ——|u + (ddv)"|.
(=p)(dd°u) X(u)[ (dd*v)"]
Suy ra x(u)(ddu)™ = p+ (dd“v)™ va d6 1a diéu phéi chiing minh. O

Bay gio ta chting minh Dinh Iy 1.2.1.
Chiing minh Dinh ly 1.2.1.

Chiing minh. Dé chiing minh dinh 1y ta xét hai truong hop.

Truong hop 1. x(—o0) = +o0. Tt u € &,(Q, f) va x(t) > 0 V¢t < 0, nén theo

He qua 3.3 trong [42] thl u € N(Q, f). Mat khac do [ x(u)(dd°u)™ < +o0 va
Q

X(—00) = +00 ching ta c6 (dd“u)™ triét tiéu trén cac tap da cuc cta Q. Do
d6 u e N(Q, f). Tu 1gx(u)(dd“u)™ 1a do do Radon duong va triét tiéu trén

cac tap da cuc clia € va [ x(u)(dd“u)® < +oc nén theo Dinh 1y 4.10 trong
Q

[42] thi ton tai & € £,(Q, g) sao cho

x(w)(ddu)" = Lox(u)(ddu)",
tren Q. Tt 4 < g trén Q suy ra @ < f tren Q. Dat w = max(u, u) trén €2 thi
w € E(Q, f). Theo Menh dé 1.1.12 thi y(w)(ddw)™ > x(u)(dd“u)" trén .
Do d6, theo Dinh 1y 4.8 trong [42] thi w < w trén Q. Suy ra u < u trén Q.
Vay @ la duéi thac trién can tim.
Truong hop 2. x(—o0) < +o0o. Khong mat tinh tong quat gia si x(—oo0) = 1.
Theo dinh nghia 16p &,(Q, f) ton tai ham ¢ € &,(Q2) sao cho

e+ f<u<lf,

trén 2. Theo Hé qua 3.3 trong [42] thi ¢ € N () nén u € N(Q, f). Mit khac
tu
/ (ddu)" < /X(u)(ddcu)" < +00,
QN {u=—o0} 0
theo Ménh dé 1.1.13 thi ton tai v € F(9, f) sao cho v > u va

(ddcv)n = 1{u:—oo} (ddcu)n
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Dat
w = (sup{p € () : ¢ < v va x(P)(dd°P)" = 1{ys—copx(u)(dduw)"})".
ta c6 u < w. Béi Bo dé 1.2.3 ta c6 w € N (Q, f) va

x(w)(ddw)"™ > 1> ooy x(u)(ddu)" 4 (ddv)"
= x(uw)(ddu)" > x(w)(ddu)".

Tw d6 (ddw)™ > (ddu)™ trén 2. Dung Hé qua 3.3 trong [5], ta cd

0< /(—p)(ddcu)” < /(—p)(ddcw)” < /(—p)(ddcu)” < o00.
Q Q Q
Tw d6 (ddw)™ = (dd“u)™. Theo Dinh 1y 3.6 trong [5], ta dugc w = w.
Dat
U= (Sup{ga e N(Q,9): ¢ < tren Q}>*
Theo ching minh ctia B6 dé 1.2.2 ta ¢6 o € F(Q,g), 7 < v trén Q va
(ddD)" = 1o(dd°v)™ tren Q. Tiép theo, dat

~

u = (sup{p € £(Q) : ¢ < v and x(¢)(dd°p)" = lon{us—copx(w)(ddu)"})".

Do B6 dé 1.2.3 ta ¢6 & € N(Q, g).
Ta chiing minh & € MPSH(Q\Q). That vay, lay ¢ € PSH(Q\Q) vaw € Q\Q
sao cho ¢ < w trén Jw. Dit

max(p,u) trén w

(= (1.8)

~

u tren O\ w.

~

Theo dinh 1y dan hai ham da diéu hoa dudi trong [48], ta c6 £ € PSH(Q) va
¢ < g trén Ow. Bé6i vi g € MPSH(Q) nén ¢ < g trén Q. Vay u < { trén ﬁ,
kéo theo, ¢ € N(Q,g). Mat khac, ¢ = u < v < v trén Q theo dinh nghia cta
¥ thi ¢ < 7 tren Q. Lai theo B6 dé 1.2.3 ta c6

X(@)(dd“u)" = lonfus—osopx () (ddu)".
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Do do,
Lox(u)(dd“u)" > longus—ooyX (u)(ddu)".

Mit khéc ta c6 thé viét
X(0)(dd)" = 1ax (O)(dd°0)" + 1g, o x (€)(dd°0)" > 1ox (€)(dd°()"
va trén () ta c6 ¢ = u. Vay
X(£)(dd0)" > longus—ooyx(u)(ddu)".

Theo dinh nghia cta u ta duge ¢ < u. Do d6 ¢ < w trén Q \ Q. Vay u €
MPSH(Q\Q).
Tu & € MPSH(Q\Q) nen (dd°a)” = 0 tren Q\. Bdi vi Q € Q nén

/ (dd°a)" = / (dd°T)" < +00.

Q

2l

Hon nita, tit supp(ddo)* C Q € Q boi B dé 1.2.3 ta c6

x (@) (dd“u)" = Lonfus—ooyx(u)(ddu)" + (dd“v)"
= lox(u)(ddu)".
Mat khac, theo dinh nghia ctia u va w ta ¢6 © < w trén 2. Vay u < u trén
Q.
Cudi cling ta ching minh @ € 5X(S~2, g9). Tt @t e N(Q,g) va

/ (ddT)" < +oo,

Q

nén theo Dinh 1y 2.1 trong [23] thi ton tai ¢ € ]—“((NZ) sao choy +g<u<y

on € va
[waoy < [y

Q Q
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Bdivi 0 < x <1 nén

j X()(ddoyp)" < / (dd°p)" < / (dd°T)" < +oo.

Q Q Q

Dinh Iy 2.7 trong [11] cho ta ¢ € 5X(§). Do d6 u € Sx(ﬁ, g) va dinh ly dugc
chiing minh. ]

Két luan chuong 1: Tt ching minh duge Dinh 1i 1.2.1 da cho ta qua
chinh cta chuong 1 1a,
e Chi ra dugc su ton tai dusi thac trien cac ham da diéu hoa duéi véi gia tri
bién trong 16p ning lugng phiic c6 trong trén mieén siéu 16i bi tran trong C".
e Chiing t6 dugc rang trong 16p £,(€2, f), v6i © 1a mién siéu 16i bi chan trong
C" thi do do Monge-Apeére clia ham dué6i thac trién va ham da cho 1a khong
thay doi.



Chuong 2

2 ,

Duéi thac trién cac ham da diéu hoa
duéi trong mien siéu 16i khong bi

chan va 'ng dung

Nhu da trinh bay 6 Phan mdé dau, trong chuong 2 ching to6i sé trinh bay
van dé dudi thac trién cac ham da diéu hoa dudi trong 16p F(£, f) v6i Q la
mién siéu 161 khong bi chin. Phan tng dung ching toi gidi quyét bai toan
xap xi clia cac ham da diéu hoa véi gia tri bién trong mién siéu 16i khong bi
chan C".

Chuong 2 gom ba phan. Trong phan dau, ching toi trinh bay mot s6 khai
niém va meénh dé can thiét cho cac chitng minh 6 phan tiép theo. Phan hai
la cac bo dé va ching minh dinh 1y chinh. Phan ba la phan tng dung, 6 day
chiing toi ap dung két qua ctia dudi thac trién trén mién siéu 16i khong bi
chan vao bai toan xap xi cdc ham da diéu hoa dué6i bang day tang cidc ham
da diéu hoa duéi trén cac mién rong hon.

Chuong 2 duge viét dya trén bai bao [2] (trong danh muc cong trinh da

cong bo lien quan dén luan 4n).

40
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2.1 Mot sé khai niém va két qua bo trg

Dinh nghia 2.1.1. Cho Q la mot mién trong C*. Ham da diéu hoa dudi am
u € PSH(Q) goi la ham da dieu hoa dudi chdt néu vdi moi U € S, ton
tai A > 0 sao cho ham u(z) — Nz|*> € PSH(U). Nghia la ddu > A3 trén U,
trong do B = % Zn: dzj N dz; la dang Kdhler chinh tdc trong C™.

j=1

Ki hieu PSH*(2) la tap tat cd cadc ham da diéu hoa dudi chat trong €.
Trong [44] da dua ra Vi du 3.2 chiing t6 rang ton tai mién siéu 16i khong
bi chan Q C C" sao cho PSH?*(Q) N L>®(Q) # &, cu thé [44] dua ra vi du sau
day,
Vi du 2.1.2. Gid stt n > 1 1a s6 nguyén duong. Dat p(z) := 12|Rz1]* —

1 Z . .
T + Z?:z |zj|%, trong d6 z = (21,22,...,2n) € C", 2j = x; +iy;,j =

1,...,n. Gid stt Q 1a thanh phan lién thong ctia tap md
{z € C":p(z) <0}.

Khi d6 Q chita duong thang (iy;,0), y1 € R, nén Q la mién siéu 16i khong bi
chan trong C" va p 1a ham da diéu hoa duéi chit bi chan trén Q (xem Vi du
3.2 trong [44]).

Do d6 trong sudt chuong nay ta luon dat diéu kien rang PSH*(Q2) N
L>®(Q2) # @, bdi vi v6i dieu kien d6 trong truong hop Q 1a mién sieu 161
khong bi chin trong C", Ménh dé 4.2 trong [44] da cho ta mot két qua quan
trong la: Néu u € £(Q, f) thi u € £(D) v6i moi mién siéu 16i bi chin D €
va do dé trong trudng hgp nay toan tit Monge-Ampere phic (dd°.)" duge xac
dinh trong 16p £(1, f).

Trong chuong nay ta phéi st dung cac 16p £ (Q2), F(Q),E(Q) va F(Q, f)
trong trudng hgp Q 1a mién siéu 16i khong bi chén trong C"( xem Dinh nghia
2 & phan Tong quan) cac 16p nay da duge nghién citu va gidi thiéu trong [44].
Chung ta tiép tuc st dung 16p cac ham da diéu hoa dudi cie dai, ham da dieu
hoa duéi cuc dai am trén 2 da duge néu ra trong Dinh nghia 1.1.4 6 chuong
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1. Bay gio chtung ta cho mot két qua lien quan dén 16p F(Q, f) khi © 1a mién

sieu 161 khong bi chan trong C™.

Ménh dé 2.1.3. Gid s Q la miéen siéu loi khong bi chan trong C" sao
cho PSH*(Q2) N L>®(Q) # & va gia st f € MPSH(Q) NC(Q). Gia su
u,v € F(Q, f). Khi dé ta cé két qua sau.

(a) Névu < v th
/(ddcu)” > /(ddcv)”.
Q Q

(b) Neuu < wv, (ddu)™ < (ddv)" va [,(ddu)" < oo thi u = v.
Chaing minh. Lay ¢ € F(Q) sao cho ¢ + f < u < f trén Q. Cho {9,152, 1a

day cac mién siéu 10i bi chan sao cho ; € Q41 € Qva Q = | Q. Dat
j=1

Y = (sup{p € PSH (Q) : ¢ <1 tren Q\Q;})".

Tt ¢ € F(Q2),¢ < 7 thi theo Ménh dé 3.3 trong [44] ta c6 7 € F(Q) va day

{17}, 1a day tang . Ta thay ¢/ 0 hau khip noi(h.k.n) trong Q khi j * co.

That vay, dat w = (lim ¢7)* thi ¢/ < w tréen Q va w € F(Q). Mat khac, ta
J]—00

thiy ¢/ € MPSH(S;). Ap dung Ménh dé 4.2 trong [44] cho f = 0 va stt dung
két qua trong [17] ta duge (dd“?)"(Q;) = 0. Theo d6 ta c6 (dd“?)"(Qx) = 0
v6i k < j. Nhung theo Ménh dé 4.2 trong [44], ¢/, w € £(Q,) véi moi j > k
va ) 7w trong C, - dung lugng trén €, theo két qua trong [24] ta co
(dd“?)™ hoi tu yéu dén (ddw)™ trén Q.

Vay (ddw)™(Q,) < liminf(dd®y?)™(Qy) = 0 v6i moi k. Do d6 (dd“w)™ () =
0 v6i moi k. Cho k — oo v6i cha § Q 7 Q ta duge (dd“w)™(Q) = 0. Lay
0 € &(Q), o <0 trén Q. Theo Ménh dé 3.3 trong [44] ta duge max(p, w) €
Eo(2). Bdi Ménh dé 4.5 trong [44] ta dugc

0< /Q (dd° max(p, w))" < /Q (dd®w)™ = 0.

Do vay, (dd°max(p,w))™ = 0 trong Q va theo Ménh dé 3.3 trong [44] ta c¢6
max(p, w) = 0 trén . Vay, w = 0 trén ) .
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(a) T u = max(u,v + ¢’) tréen Q\Q;, 1ay Q; C G C Q thi ta c6

/Q(ddcu)n = /G(ddcu)n+/Q\G(ddcu)n
= [arwr s [ @ maxtu, o+ )

O\G

= / (dd® max(u, v + 7)™ + / (dd® max(u,v 4 ¢7))"
G

O\G

= /(dalC max (u, v + 7)™
Q

Mit khac do max(u,v +47) 7 v béi vay theo [24] ta duge (dd® max(u,v +
YI))" — (ddv)"™ yéu. Do do,

/Q (dd°u)™ = lim inf /Q (dd° max(u, v + 7)™ > / (ddv)™.

(b) Trudc hét ta chiing minh rang:
(ddu)"™ = (dd° max(u,v + 7)™ trén Q.
That vay, lay D € Q la mién siéu 1oi bi chan. Do Ménh deé 4.2 trong [44]
ta c6 u,v € E(D). Mat khac, tit u < max(u,v + /) < v trong D nén
{v=-00}ND C {max(u,v +v’) = =00} N D C {u = —occ} ND. Do dé6
theo Bo dé 4.1 trong [5], ta c6 danh gia sau:
L{{u=-00}nD}(dd0)" < 1t tmax(uptyi)=—oco}nny (ddV)"

< 1{{max(u,v+1/)j):—oo}ﬂD}(ddc maX(“? v+ W))n

< 1{{u=—oo}ﬁD}(ddc maX(u, v+ ¢])n

< 1{fu=—oo}npy (ddu)"

< L{u=—oo}p}(dd0)" = 1{{y=—oc}npy(ddv)".

Do do, ta co

1{{max(u,v+w-i):—oo}ﬂD}(ddc max(u, v+ ’gbj))n = 1{{u:_oo}ﬁD}(ddcu)n. (2.1)
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Tuy nhién, Béi Ménh dé 4.3 trong [47] ching ta ¢6
1{max(u,v+¢j)>—oo}ﬂD(ddc maX(“; v+ W))n > 1{max(u,v+wj)>—oo}ﬂD1{u21}+w-7}(ddcu)n
+ ]-{max(u,v+1/)j)>—oo}ﬂD1{u<v—|—1/)j}(ddc<v + W))n
Nhung (dd®(v+17))" > (ddv)™+ (ddy?)" va theo gia thiét (ddv)"™ > (ddu)"
nén ta danh gia vé phai ciia bat ding thic trén nhu sau:
1{max(u,v+1,N)>—oo}ﬂD1{u21}—|—¢i}(ddcu)n
+ 1{max(u,v—|—¢j)>—oo}ﬂD1{u<v—|—¢j}((ddcu>n + (ddcwj)n)
> Umax(u,o+09)>—ootnp (dd°u)™ > 115 _soynp(ddu)".
Tu do ta dugc:
1{max(u,v+1/)j)>—oo}ﬂD(ddc max(u, v+ @DJ))” 2 1{u>_oo}mD(ddcu)”. (2.2)
Két hop (2.1) va (2.2) ta co:
1p(dd® max(u,v +1?))" > 1p(ddu)".
Do D & ) 1a mieén siéu 16i bi chin bat ky nén
(dd® max(u, v + 7)™ > (dd°u)™,
trén Q. M#t khac, do u, max(u,v+v7) € F(Q, f) va u < max(u, v +7) theo

phan (a) ta co:

[ matuo s vy < | @y < o

0
Vay ta dugc

(dd° max(u, v +1?))" = (dd°u)" trén Q
Lay ¢ € PSH*(Q) N L*®(2) sao cho —1 < ¢ < 0. Tt {u # max(u,v+v7)} C
Q; € Q va theo ménh dé 3.1 trong [47] ta c6

%/Q[max(u, v+ ¢J) — u]n(ddcgo)n — l /Qj[(max(u7 v+ w]) _ U]n(ddcgo)n

nl

< /Q o[(dd® max(u,v + ¢7))" — (dd“u)"] = 0.

J
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suy ra u = max(u,v + /) trong Q. Cho j ~ oo ta c6 u = max(u,v) =

v
trong Q va dugc diéu phai chiing minh. O

2.2 Duéi thac trién trén mién siéu 16i khéng bi chan

Dinh 1y chinh clia chuong nay 13 mé rong két qua 6 trong [41] cho trudng
hop Q 1a siéu 16i khong bi chin.

Dinh ly 2.2.1. Gia su ) C Q la cdc mién siéu 10i khong bi chan trong C"
sao cho PSH*(Q)NL>®(Q) # @. Khi dé vdi moi f € MPSH=(Q)NC(Q) va
moi u € F (L, f) sao cho

(ddu)" < o0,
Q

ton tai t € F(Q, f) sao cho U < u trén Q va
(ddQ)" = 1o(dd°u)" trén .
Ta can c¢6 mot s6 bo dé sau.

Bo dé 2.2.2. Cho Q la mién siéu 1oi bi chan trong C" va f € MPSH= ()N
E(Q). Gia st w € E(Q) va pu la do do Borel duong trong ) sao cho w < f
trong Q, p < (dd“w)™ trong Q va [ (ddw)" < oo. Khi dé ton taiu € F(Q, f)
sao cho u > w va (ddu)™ = u trong Q.

Chiing minh. Dé chtitng minh bo dé trén ta xét hai trusng hop sau.
Truong hop 1. p mang béi mot tap da cuc cta ). Theo Dinh 1y 2.1 trong
[23] ton tai g € MPSH(Q)NEQ) vav € F(Q) sao cho

v+g<w<g trén (),

va

(ddv)" < [ (dd“w)".

SR

2
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bat ¢ = max(v, w). Khi d6 ¢ € F(£2), ¢ > w trén . T ¢ > v trén {2 nén

ta co:
Q/ (dd*p)" < Q/ (dd°v)" < Q/ (dd°w)".

Mat khéc p+g < w < g trén , viY+g = max(v, w)+¢g = max(v+g, w+g) <
w. Do d6, 0 < ¢ —w < —g nén Hé qua 4.12 trong [5] cho ta:

Lip——oo} (ddY)" = 14—} (dd“w)™ trong Q.

Do p mang béi tap da cuyc ctia € nén ton tai A C Q sao cho u(Q) = u(A).

po=1ap < 14(ddw)" = Liy=—oojna(ddw)” + Liys—soyna(ddw)”
< Ty (ddw)",
trong Q(vi 1{ys—osoyna(dd®w)” = 0). Do do,
p < (ddp)",

trong €2.

Theo Dinh 1y 4.14 trong [5] va Ménh dé 2.2 trong [34] ton tai ¢ € F()
sao cho ¢ > 1 va (dd°p)™ = p. Dat

u = <sup{v € PSH™(Q) : v < min(f, ) trong Q}) :
Khi d6 u > w trong (2.
Map+f<f o+ f<pnenp+f<min(p, f). Dodép+f<u< fnén
u e F(Q, f).
Mat khéac, tt o+ f <u < pnén 0 < p —u < —f trén . Lai do Bo dé 4.12
trong [5] ta co:
1{u:_oo}(ddcu)n = 1{<p:_oo}(ddcgo)n, (2.3)

trong 2. Mat khac bdi vi ¢ mang bdi mot tap da cuc trong Q va pu =
(ddp)", ¢ € F(2) thi theo Dinh 1y 5.11 trong [21] ta c6:

= (dd9)" = 1jpe ooy (ddp)", (2.4)
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trong €. Suy ra 1g,s_ o3 (ddp)" = 0 trong (1.
Ngoai ra, b6i Ménh dé 2.2 trong [44] ta co;
Lius oo} (ddu)" < (dd°p)",
trong Q. Tu v < ¢ trong €2 ta co:
Lius oo} (ddu)™ = Tius —sojnfp>—oo) (ddU)" = 1ipn ooy Ljus oo} (ddu)"
< Lips—oo) (ddp)".
Do dé ta ducc
0 < Ljus—oo}(ddu)" < 1ps ooy (ddp)™ = 0,
trong (). Vay
Lo (dd0)" =
trong . Bay gio, tit (2.3) va (2.4) ta co
= Lue sy (0" = (ddu)",
trong Q. Va dugc diéu can ching minh.
Truong hop 2. p 1a do do Borel bat ky. Theo truong hop 1 ton tai v €
F(Q, f) sao cho v > w va
(ddv)" = 1o} 1t (2.5)
trong Q. Mit khac, theo gia thiét

1{w>—oo}/’d < 1{w>—oo} (ddcw)nv

va do d6 do do 1gys_ooyp triét tieu trén céc tap da cyc cua 2. Do Bo dé
5.14 trong [21] ton tai h € F(Q), (dd°h)" = lyys_ooypt. Ddt g = h + v thi
g€ F( f), g <wtrén Qva (dd°g)" > (dd°h)" = Lys—oo} it

Tiép theo, dat § = max(g,w). Vi ¢ < ¢ = max(g,w) < f, g € F(Q, f) nén
ge F(Q, f). Laidog <wv,w<w,nén g <wv,g>wtrén ), nén theo Ménh
de 4.3 trong [47] ta c6 (dd°g)"™ > 1gys—_ooypt- Dat

u= <Sup{g0 € F(Q, f) o <vva (ddp)" > 1iys_oo} it trong Q}>
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Ta c6 u > g > w trén Q. Do d6, u € F(Q, f).
Chiing ta sé chitng minh rang (dd“u)"™ = u. Trude hét ta ching minh: (ddu)™ >
i trén €.
That vay, theo bo dé Choquet trong [14] ton tai day {¢;} C £(2) sao cho
@ <wvtrén Q, (dd°0;)" > Liys—oo}ft VA

u = (sup g0j>*.

jEN*
Béi Ménh dé 1.1.12 ta c6 thé thay ¢; bing max{w, ¢1, ..., p;}. Do d6, ta co
thé gid st p; > w tren Q, (dd°p;)" > lyys—octtts @5/ uw hkn. Vay, ¢; — u
trong C),- dung lugng. Do d6 béi [24] (ddp;)" — (dd“u)™ yéu. Do d6 theo
dinh nghia
VoeCQ): /Q(ddcapj)” > /91{w>_oo}d,u

Q Q

Do do,

/Q(ddcu>n > /91{w>_oo}d,u,
Q Q
va suy ra, (dd“u)" > 1iys oo it
Tuw <wutacod
1{u>—oo}(ddcu)n > 1{u>—oo}1{w>—oo},M = 1{u>—oo}ﬂ{w>—oo}:u
> 1{w>—oo}:u‘
Mat khac, tt w < u < v trén 2 ta ¢6: {w = —0} = {u = —oc0} U {(w =
—00) N (u > —o0)}. Vay
1{w:—oo} (ddu)™ = 1{u:—oo} (ddu)"™ + 1{(w:_oo)m(u>_oo)}(ddcu)n.

Do doé
1{w:_oo}(ddcu)n = 1{u:_oo}(ddcu)n.

Do 1{(we—oo)n(u>—oo)} (dd°u)™ = 0 nén theo Bo dé 4.1 trong [5] va (2.5) ta co:

1{u:_oo}(ddcu)n = 1{w:_oo}(ddcu)n > 1{w:_oo}(ddcv)n = l{w:_oo},u. (26)
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Tt (2.6) suy ra:
(ddu)™ = 1o ooy (dd°u)™ + 1oy (dd°u)"
> Ljws—ocoptt + Lw=—oo}tt = H-
Véi méi j =1,2,...,..., dat
v = (sup{p € () : ¢ < max(v, f = j), (dd9)" > Ty i}

Do d6 u < v; trén Q, Vj. Vay v; € F(Q, f) v6i moi j > 1. Ma vj1; < v; va
v = lim v;. Va do max(v, f —j) > f—j trén Q va max(v, f —j), f—j € E(Q)

_]-)OO

nén tit Bo dé 4.1 trong [5] véi moi tap da cuc A C Q ta ¢

[t maxo, s~ )y < [ @agy =o.

A A
Nhu vay, (dd°max(v, f — 7))" triét tiéu trén cac tap da cuc trong €2 va
L{w>—ootit + (dd°max(v, f — 7)) cling tri¢t tieu trén cac tap da cyc. Neén
theo Dinh 1y 3.9 trong [23], ton tai ham g; € F(9Q, f) sao cho

(ddg;)" = 1iws—ooppt + (dd° max (v, f — j))".

T (dd°g;)" > (dd° max(v, f—7))" trén 2 nén g; < max(v, f—j) trén Q (theo
Dinh 1y 3.8 trong [23]). Tu dinh nghia, ta cling c6 ¢g; < v; tréen Q. Nhung
max(v, f — 7) \(v khi j — oo va max(v, f — j),v € F(£, f) thi theo Hé quéa
3.4 trong [5] ta ¢

lim [ (dd°max(v, f —7))" = /(ddcv)" = L {w=——oo} -

j—oo
Q Q
St dung Ménh deé 2.2 trong [34] ta dugc két qua sau:

/(ddcu)" = lim [ (ddv;)"

j—00
Q Q
< lim [ (dd°g;)" = lpys—ooppt + lim [ (dd®max(v, f — j5))"
j—00 J—ro0
Q Q

= 1{w>—oo},u + 1{w:—oo},u = M(Q)
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Tu (2.7) va danh gia trén ta suy ra (dd“u)” = p va ta duge diéu phéi ching
minh. []

B6 dé 2.2.3. Gid st Q la mién siéu 1oi khong bi chan trong C* sao cho
PSH*(Q)NL*(Q) # @ va f € MPSH™(2) NC(Q). Gid st {Q;}32, la day

tdang cdc mién siéu 10i bi chdan sao cho Q€1 €Qua Q= Q. Khido
j=1

vdi moi u € F(Q, f) sao cho
/(ddcu)" < 00,
0

thi ton tai day gidm u; € F(S, f) sao cho uj \, u trong Q va (ddu;)" =
(ddu)™ trong Q;.

Chiing minh. Theo gia thiét u € F(Q, f), PSH*(Q) N L>®(Q) # @ va bdi
Menh dé 4.2 trong [44] cho ta u € £(Q;) Vj > 1. Tu f € MPSH—(2) NC(Q)
va theo dinh nghia ctia ham da diéu hoa dude cuc dainén f € MPSH~(Q;)N
E(Qy) V5 > 1.
Ta sé ching minh rang ton tai day giam ¢; € F (£, f) sao cho ©; > 1j11 > u
trong €); va

(dd“Y;)" = Liu=— ooy (ddu)",

trong €);. That vay, ta sé dung phuong phap quy nap dée xay dung day (7S
Dat Qg = @. Theo B6 dé 2.2.2 ton tai v; € F(Q, f) sao cho vy > u trong
va
(ddv1)" = Liy=—oo}(ddu)",

trong €. Dat ¢y = v;. Gid stt ta da xéc dinh duge ; € F(Qy, f), ¥j > ¢ >
u trong € va (dd“;)" = 1gu— ooy (dd®u)™ trong Q; véi j = 1,..., k. Tiép theo
ta sé tim ¥pr1 € F(Qpi1, f) sao cho g1 > w trén Qpyq, Yrp1 < Yy trén
Qi va (ddYp41)" = Lpye— ooy (dd®u)™ trong Q4. Béi Bo dé 2.2.2 ton tai day

Vg1 € F(Qxs1, f) sao cho vy > u trén Qpq va

(ddcvk+1)n = ]‘(Qk+1\Qk)m{U:—OO}(ddcu)n7 (28)
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trong Q1. Tt Dinh 1y 1.1 trong [34] ton tai wy € F(Qy1, f), sao cho
wg < Y trong Qp va

/gzk+1(ddcw’f)" < [ vy < [ e < [ @ <oo

Dat {Ek = max(wg, u) trén Qgiq.
Ta co f > Z;k > wy > h+ f, h € .F(Qk+1,f). Do do6 1;]@ € f(QkH.l,f) va
Jk > u trén Q1. Mat khac stt dung Ménh dé 2.2 trong [34] ta dugc

/ (dd“y,)" < / (ddCwy)" < / (ddeyy)" < / (dd°u)" < .
Qpy1 Qg1 97" Qe
va ¥y, < 9 trong Q. do vay {r, = —o0} C {@Zk = —oo}. B&i B6 dé 4.1 trong
5] ta co:
(AT > 1oy [T > g, (dd)"
> 1y=—ooy (dd“Py)",

trong ). Ta chiing minh 1y, — oy (dd“yYy)" = (dd“y)" trong ;. That vay,
tt u < ¢y trong Qg nén {, = —oo} C {u = —o0}. Viét {u = —oc0} = {¢y =
—oo} U ({u=—oo} N {¢yp > —o0}) do vay:

Lu——oo} (dd“P1)" = 1y =00} (dd“Ur)™ + 1 (fu=—oo}n{uhy>—oo}) (dd“Yy)"
= 1{wk:_oo}(ddc¢k)n,

(2.9)

trong (2. Theo quy nap ta co: (ddyr)" = 1{u—_oc)(ddu)™ trong €2y Vay

1{¢k:—oo}(ddc¢k)n - 1{u:—oo}(ddc¢k)n = 1{u:_oo}(ddcu)n = (ddc¢k)n tI’ODg
Q.
Mat khac,

/ (ddan,)" /Q k (ddgy)" < /Q kﬂ(ddc"@k)n

/ (ddapy)" < 0.

Qp
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Do do,
(dd“Yg)" = 1q, (dd“Pr)" = 1o,nfu=—oo} (dd u)"

trong Q1. Dat

Vg1 = (sup{go € PSH™ (Q41) : ¢ < min(vgy1, @Zk) trong Qk+1}>

*

DO U414k < Vpr1, Ves1 40k € F(Qusr, f) nén oy € F( g, £y Yrgr > u
tren Qg1 va Yra1 < Yp < Yy trong Q. Theo Ménh dé 2.2 trong [44] ta c6

L r>—oo) (dd“Upy1)" < (ddvpyr)"™ + (ddyp)",

trong Q41. Mat khac, do ¥p41 < ¥ trong Qg1 nén {¢y1 > —o0} C {4, >

—0o0} va ta co:
Lo oo} (Ad°p)" < 1 (ddCgy)", (2.10)
trong Q.1. Tuong ty, t Yri1 < vpeq trong Qi1 kéo theo
L >—oop (AdVk11)"™ < Loy py5—o0p (ddVp41)", (2.11)
trong Q1. Két hop (2.10) va (2.11) ta c6 danh gia sau:
L —och (A°Uk11)" < Ly 00} (Ad0h1)" + L5 oo (dd°4R)"

< 1{Uk+1>_oo}(ddcvk+1)” + 1{1Zk>—oo} (dd )"
—0,

trong Q.1 béi vi gia cua (ddcizk)” va (ddvy1)" lan lugt 1a cac tap da cuc
Qe N {u = —o0} va (1 \ Q) N{u = —o0} trong Q11. Do do,

(dd“Pr+1)" =0, (2.12)

trong Q41 N {¢p11 > —oo}. Mt khac tit vy + 7Ek: < Yg41 néN vy + @Zkz <
Ypy1 < Vpy1 trong Qpy 1. Vay néu B C Q4 1\ 13 tap da cyc thi theo Bo dé
4.1 trong [5] ta co:

/B (dd (g1 + Up))" > /B (ddjsr)" > /B (ddvyi1)™. (2.13)
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Hon nita theo BS dé 4.4 trong [5], B € Qxr1 \ Qk, supp(ddiy)™ € QN {u =
—oo} kéo theo
[ @+ 30y = [ @)
B B
Bdéi (2.13) ta co
/ (dd 1) = / (ddvpn)".
B B
Do vay, ta dugc

(dd“Ypy1)" = (ddvpy1)" = Ly —oo) (ddu)", (2.14)
trong (Qk11\Q2%) N {1 = —oo}. Tuong tu ta c6
(dd“Pp1)" = (ddUe)" = 1——oep(ddu)", (2.15)
trong Q N {41 = —oo}. T (2.14) va (2.15) suy ra:
(dd“Vr1)" = 1ju=—ooy (ddu)", (2.16)

trong Q1 N {1 = —oc}.
Do Q1 M{thp1 = —00} = QpN{thpr1 = =00} U{ Qi \ Qi } N {thp1 = —o0},
tir (2.12) va (2.16) ta co:

(ddc¢k+1)n = 1{¢k+1>—00}(ddc¢k+1)n + 1{¢k+1=—00} (ddcwk—i—l)n
= Ly r=—oo} (dd“Ur11)" = 1y ooy (ddu)™,

trong Q1. Nhu vay ta da xay dung duge day .1 thdoa man tat ca cac dieu
kién dat ra.
Tiép theo, dat

u; = (sup{gp c ]:(Qj, f) < wj, (ddcgp)n > 1{u>7oo}(ddcu)n trong Q]}) .
Dung 1y luan nhu ching minh trong trudng hop 2 cta Bo dé 2.2.2, u; €
F(y, f) vauj > ujyr > u trong Q. T (dd“Y;)" = 1{——ooy(ddu)™ trong
Q;, theo chitng minh trong truong hop 2 ctia Bo dé 2.2.2 suy ra (ddu;)" =



Lo, (ddu)" trong ;. Lai co,

sup/ (ddu;)" < /(ddcu)” < 00,
&

J Q

nén theo Ménh deé 4.6 trong [44] thl w := lim u; € F(Q, f) kéo theo w > u

Jj—00
trong € va
(dd“w)" = lim (dd“u;)" = (dd‘u)",
j—00
trong Q. Do d6, tit phan b) ctia Ménh dé 2.1.3 ta ¢6 v = w. Nhu vay, u; \, u
trong Q va ta dugce diéu phai chitng minh. O

Bay gio ching ta ching minh dinh Iy chinh. Dinh Iy 2.2.1.

Chitng minh Dinh lj 2.2.1. Lay {Q;}52, la day mien sieu 16i bi chan

0 ~
sao cho Q; € Q11 € Q va Q = |J Q. Lay {Q;}52, la day cac mien sieu 1oi
j=1

bi chan ; € ﬁj C §Nlj+1 € QvaQ = U ﬁj. Theo B6 dé 2.2.3 thi ton tai
j=1
u; € F(£y, f) sao cho u; N\, u trong  va (ddu;)" = (dd“u)™ trong ;. Béi
Menh dé 5.1 trong [44], ton tai @; € F(Q;, f) sao cho &; < u; trong € va
(ddTi;)" = 1o, (dd°u;)™* = 1, (dd°u)™ trong ;.
Ta ching minh w;;; <4 trong (NZj. That vay, do do do 1> oo} (ddu)™ triét
tieu trén tat ca cac tap da cuc 1a tap con cla ) va
(ddu;)" = 1g,(dd“u)" > 1gys ooy (ddu)™ trén Qy,
va
(dd“tj1)" = 1g,,, (ddu)" > 1q,(ddu)" > 15—y (ddu)™ trén €y,
nén theo Ménh deé 4.3 trong [47] ta co:

(dd max(tj, uji1))" > Lgys—oo}(dd“u)™ trong ;. (2.17)
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Tt (2.17) ta suy ra

1{max(aj’ai+1)>_oo}(ddc maX(aj’? ﬂj-i-l))n > 1{max(17j,ﬂj+1)>—oo}1{u>—oo}(ddcu)n
e (1{maX(ﬂj,ﬁj+1)>_OO} + 1{max(ﬂj,ﬂj+1)—_oo}) 1{u>_oo}(ddcu)n

= 1{u>—oo} (ddcu)na
(2.18)

trong €2;. Mat khac do u < u; trén €); nén ta co:

1{uj:—oo} (ddcu])n = 1{u:_oo}(ddcuj)" - ]-{u:—oo}ﬂ{uj>—oo}(ddcuj)n

. o (2.19)
= 1{u:—oo}(dd uj) = 1{u:—oo}(dd u) )

trong ; bdi vi (ddu;)" = (dd“u)"™ trong Q;. Do u; < uj vau41 < ujqrg < uj
trong Q; bdi Bo dé 4.1 trong [5] ta co:

l{max(ﬂj7ﬂj+1):—oo} (ddc max(ﬂj, 6j+1))n > 1{max(ﬂj,ﬂj+1)=*00} (ddcu])n

(2.20)
> Luj=—oo} (dduy)" = 1iy=— oy (ddu)",
trén ;. Két hop (2.18) va (2.20) ta dugc
(ddmax(uj, ujy1))" > 1o, (ddu)" = (dd“u;)" (2.21)

trong ﬁj. Mat khac, tit u;, max(u;, uj+1) € }—(Qj, f) va (2.21) ta c6 :
/~ (dd°TL,)" < /~ (dd° max(T;, Ty1))" < /N (dd°TT,)" < oo,
€ & &

Nhu vay (dd<t;)" = (dd° max(i;, U;41))" trén €. Theo Dinh Iy 3.6 trong [5]
ta c6 u; = max(u;, u;j+1) trong §~2j. Do dé, w41 < u; trong (NZj.
Tiép theo, bdi vi

/~ (dd°TT, )" = / (ddu,)" < /Q (dd°u)" < oo,

Q; Q,

su.p/~ (ddu;)" < oo.
&

J
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Do d6, theo Menh dé 4.6 trong [44] ta c6 u = lim u; € F(, f). Ro rang
j—00

khi do (dd“u)” = (ddu)"™ trén Q va u < w trén Q. Tuy nhién, tit (dd“u;)" <

lo(ddu)™ trén (NZj, nén (dd°a)" < 1g(dd“u)™ tren Q. Do d6, ta dudc (dd<u)" =

lo(ddu)™ trén Q). Dinh Iy duge chiing minh.

(]

2.3 Ung dung

Trong phan nay dung két qua vé dudi thac trién cho mién sieu 161 khong

bi chin, ching to6i 4p dung vao gidi quyét bai toan xap xi cac ham da dicu
hoa dudi bang day ting cadc ham da diéu hoa duéi trén cdc mién rong hon.
Ching toi thiét lap két qué ctia Hed trong [38] cho cac mién siéu 16i khong
bi chan trong C". Cu thé ching t6i chitng minh dinh 1y sau day:
Dinh 1y 2.3.1. Gid si Q la mien siéu loi khong chan trong C* va {Q;}32, la
day cdc mién siéu 101 khong bi chdn sao cho  C Q11 C Qj va PSH*(1) N
L®(Qy) # &. Gid st ton tai p € F(Q) va ¢; € F(Q;) sao cho ¢p < 0
trén Q wva ¥; S hau khap noi trén Q khi j 2 oco. Khi dé vdi moi f €
MPSH=(21)NC(21) va vdi moi u € F(, f) sao cho

/ (ddu)" < o0,
Q
ton tai day cic ham u; € F(8y, f) sao cho uj 7w hau khap noi trén Q khi
j /oo
Dé ching minh Dinh 1f 2.3.1 ta can chitng minh mét ménh dé sau:
Ménh dé 2.3.2. Cho Q la mién siéu loi khong bi chin trong C" sao cho

PSH3 Q)N L®(Q) # @ va f € MPSH=(Q) NC(Q). Gid sit u € E(, f)

sao cho [(dd“u)® < oo. Khi dé u € F(Q, f) néu va chi néu ton tai day
Q
{u;}32 C & (Q, f) sao cho uj  u trong Q khi j / oo va

sup/(ddcuj)” < 00.
J
Q
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Ching minh. Gia st u € F(9Q, f). Lay p € £/(Q) sao cho p < 0 trong Q. Dat
uj = max(u,jp+ f). Do jp € &(Q),jp+ f < u; < f nén u; € E(Q, f) va
u; N\ u trong  khi j 7 co. Tt u < u; béi Ménh dé 2.1.3 ta c6:

sup/(ddcuj)" < /(ddcu)” <00 = Sup/(ddcuj)" < 0.

J JQ Q j JQ

Vay diéu kién can dugc ching minh.
Ngugc lai, gia st ton tai day u; € (2, f) sao cho u; \, u trong Q khi j 7 oo
va

sup/(ddcuj)” < 0.
i Jo

j

Lay {Q}32, 1a day céc mién siéu 161 bi chin sao cho Qp € Qi1 € Q va

Q= U Q. Theo [23] ton tai u;r € F(Q%, f) sao cho (ddu;x)" = (ddu;)"
k=1

trong €. Theo Hé qua 3.2 trong [5] ta dudc u;; \, u; khi k& 7 co. Dt

VYir = (sup{y € PSH™(Q) : o+ f < ujy trén O })”

Do ujj € F(Q, f) suy ra ton tai hy € F(Q) sao cho hy + f < ujj trong .
Do d6 hy < 9 suy ra ¢, € F(Q). Mat khac theo Dinh 1y 2.1 trong [23]
ton tai uy € f(Qk) voi ug + f < u;r trén QO va

/ (dd°)" < / (dd°u )"
O O

Khi dé6 ui < ;1 va ta c6 danh gia sau:

/(ddcwj7k)n < /Qk(ddcﬂk)” < / (ddujp)".

Q
o r

Suy ra ¥ \(¥; khi k& 7 oo, trong do6
Y = (sup{gp € PSH™ () : ¢+ f <wu; trén Q})

ES

Theo gia thiét uj € go(Q, f) neén Hlj S Eo(Q), lj +f < u; < f. Do do lj < ¢j
va suy ra ¢; € E(N). C6 dinh kg > 1. Do ¢, \ ¥; = ;5 > ;. Vay boi
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24] ta ¢6 (dd“p; )™ hoi tu yéu dén (dd;)™ trén Q, khi k — oo. Vi k > ko

ta co

k—o0

/ (dd°p;)™ < lim inf / (dd“¥;)"
Qu, ko

k—o0

gliminf/ (dd“; )"
Q,

< liminf/ (ddujp)" < /(ddcuj)”.
Q,

k—o00 Q

Cho ky — oo ta dugc

su_p/(ddcwj)” < Su_p/(ddcuj)” < 0.
J JQ J JQ

Day ¢; \(viu; \(vadodo ¢ = jli_glowj € F(2). Honndado ¢j+f <wu; < f
trén 2, cho 7 — oo ta dude ¢ + f < u < f trong Q. Vay u € F(Q, f) va ta
duge diéu can chitng minh. O

Bay gio ta ching minh Dinh 1y 2.3.1

Chiing minh Dinh ly 2.3.1. Gia st u € F(€, f) sao cho

/Q (dd°u)" < oo.

Theo Dinh 1y 2.2.1 thi ton tai u; € F(Q;, f) sao cho u; < u trong Q va
(dduj)™ = 1o(ddu)” trong €2;. Ta ching minh w41 > u; trong Q;41.

That vay, ta c6 (ddu;)" = lo(dd“u)" > 1gus_oo)(ddu)™ va (dduj)" >
1iys—oo}(ddu)” trong 2 theo Ménh de 4.3 trong [47] ta c6

(dd® max(ujy1,u;))" > 1us>—oo) (dd“u)™ trong €.
St dung 1y luan tuong tw cach chiing minh (2.18), ta c6
1{max(uj,uj+1)>_oo}(ddc max(uj, uj_|_1))n > 1{u>_oo}(ddcu)n (2.22)
trong 2. Hon nita, do u; < u va w41 < u trong € ta co:

{max(u, ujs1) = —00} = {u = —oo}U({max(uy, ujs1) = —00}Nfu > —oc})
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nen ta suy ra

L mmax(uy,uy1)=—o0} (dd°1)" = Liym oo} (dd"u)" + Limax(u;u;11)=—oc0}n{u>—oc}}y (dd°u)"
— Loy (d0)",
(2.23)
trong . Nhung max(u;1,u;) < u trong  nén theo Bo dé 4.1 trong [5] va
(2.23) ta co

1{max(uj+17uj):_oo}(ddc maX(uj"'l’ u]))n Z 1{maX(Uj+1,Uj):—oo}(ddcu)n

(2.24)
= 1{u:—<>o} (ddcu)n,

trong 2. Vay két hop (2.22) va (2.24) ta co:
(dd° max(uji1,u;))" > lo(ddu)" = (dd°ujsqp)" trong 2;41.

Vay bdi Menh dé 2.1.3 ta ¢6 max(uj+1, u;) = w1 trong ;1. Do dé ujp1 > uj
trong €241 va ta ¢6 diéu can ching minh.

Bay gio ta ching minh u; v h.k.n trong . That vay, dat w = (jlij(f)lo uj)*
trong Q. Ta thay w € PSH (Q) va w < u trong Q. Lay p € £(Q) sao cho
p < 0 trong . Dat wy := max(w, ky + f,kp+ f) thi kp+ f < wp < f nén
wy € E(Q, f) va w, Ny w trong 2 khi k& 7 oo. Nhung max(uj, kv, + f)
max(w, kv + f) h.kn khi j * oo nén theo cach chitng minh trong Ménh de
2.1.3 ta ¢6 (dd°max(uj, kip;+ f))™ hoi tu yéu dén (dd® max(w, kp+ f))" trong
Q khi j 7 co. B6i Ménh dé 2.1.3 ta co:

[ @y < [ (@@ maxto, ko + )y

Q
< lim inf/(dalC max(uj, kv + f))"
Q

Jj—00
< lim inf / (dd max(uj, k; + f))"
Q,

Jj—00

J—00

< liminf/ (ddu;)" = /(ddcu)”.
Q, Q
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Vay

Sup/(ddcwk)” < /(ddcu)” < 0.
0

k Q
Nhu vay theo Ménh dé 2.3.2 ta ¢c6 w € F(, f). Mat khac ta thay v6i moi
mién siéu 16i bi chan D € Q thi uj,w € £(D),¥j > 1 (Theo Ménh dé 4.2
trong [44]). Ma ta c¢6 u; / w h.kn trong D nén bdi [24] ta c6 (ddu;)™ hoi
tu yéu dén (ddw)™ trong D. Do d6, (dd“u;)™ hoi tu yéu t6i (dd“w)™ trong
Q. Ma (dduj)" = (dd°u)™ trong Q bdi vay (dd“w)™ < (dd“u)" trong 2. Do
d6 theo Ménh dé 2.1.3 ta ¢6 w = u trong Q. Vay u;  u hk.n trong © khi
j /' oo. Dinh 1y duge ching minh. [

Két luan chuong 2: Viéc ching minh duge Dinh 1f 2.2.1 va Dinh 1 2.3.1
& chuong 2 da cho ta cac két qué sau day,
e Chi ra dugc su ton tai dudi thac trién cac ham da diéu hoa duéi thuoc 16p
F(Q, f) v6i Q 1a mién mién siéu 16i khong bi tran trong C". Dong thai ching
minh dudc trong 16p dé thi do do Monge-Apere ctia ham duéi thac trien va
ham da cho la khong thay doi.
e Ung dung két qua vé dudi thac trién tren mién sieu 16i khong bi chin vao
bai toan xap xi ham da diéu hoa duéi bdi day ting cac ham da dieu hoa duéi
trén cac mien rong hon trong 16p F(€, f) trén mien € siéu 16i khong bi chan

trong C".



Chuong 3

Duéi thac trién cua ham m-dieu hoa

duSi

Nhu trong phan tong quan da gii thiéu, trong chuong nay ching toi
nghién citu van dé dudi thac trién ctia cac ham m-diéu hoa duéi trong 16p
Fm(9) v6i Q 1a m-siéu 16i bi chin trong C". Chiing t6i ciing chi ra dang thitc
giita do do Hessian phiic ctia ham duéi thac trién va ham da cho.

Chuong 3 gom hai phan. Trong phan thit nhat, ching t6i danh dé trinh
bay mot sb kién thic chuan bi can thiét cho chuong nay. Phan thi hai, chiing
t6i chiing minh mot s6 meénh dé, bé dé dé ap dung cho viéc chiing minh két
qué dudi thac trien ctia ham m-diéu hoa duéi va hé qua cta né.

Chuong 3 dugce rit ra tit bai béo [4] (trong danh muc cong trinh da cong

b6 lien quan dén luan &n).

3.1 Mot sb khai niém va két qua bé trg
Cho 2 13 mot tap md trong C" v6i dang Kihler chinh tic 8 = dd¢||z|]*.
Theo [15], dat
I, = {77 S C(l,l) : 77/\571_1 > O,.”’nm/\ﬁn—m > O}a
6 day C(y 1) ki hiéu la khong gian (1,1) - dang véi he s6 1a hang.

61
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Dinh nghia 3.1.1. Gid st u la ham diéu hoa dudi trén tap md Q C C". Ta
néi rang w la ham m-dieu hoa dudi trén Q néu vdi moiny, ..., Nm_1 € L', bit
dang thic

dduANm A ... AQp_1 AP >0,

dung theo nghia dong.

Ki higu SH,, () 1a tap cac ham m-diéu hoa dudi trén Q va SH, (Q) 1a ki
hiéu tap cac ham m- diéu hoa duéi am tren .
Truée khi thiét 1ap cac tinh chat ciia ham m-diéu hoa dudi ta nhic lai tinh
chat sau (xem [15]) Gid st A = (A,..., \,) € R"™. Ta xac dinh

SN = D A A

1<in<<gm<n

Ki hieu H 1& khong gian vécto cac ma tran Hermite phic cap n x n trén R.
Voi A € H dat A(A) = (A1,...,\,) € R" la cac gia tri riéng ctia A. Dat

Sm(A) = Sm(A(A)).
Nhu trong [37] ta xac dinh
T={AeH:NA) el ={5>0n---N{S, >0}

Bay gio ching toi liet ké cac tinh chat co ban clia 16p ham m-diéu hoa dudi.
Viéc ching minh nhitng tinh chat d6 duge lap lai nhu viéc chitng minh déi
v6i cac tinh chat ham da diéu hoa dudi trong 1y thuyét da thé vi va c6 thé

tham khao trong cac tai liéu [1] va [31].

Meénh dé 3.1.2. Cho Q la tap md trong C*. Khi dé ta cé

(a) PSH(Q)) = SH,(2) C SH,—1(Q) C --- C SH1(2) = SH(Q). Do do,
ue SH,(Q),1<m<n, thiue SH.(Q), vdi moi 1 <r <m.

(b) Néu u thuoc l6p C* thi u la m-dieu hoa dudi néu va chi néu dd°u thudc
T, tai mdi diém.

(¢) Néu u,v € SH,,(Q) va o, 8> 0 thi au+ fv € SH,(Q).



63

(d) Névu u,v € SH,,() thi max{u,v} € SH,,(Q).

(¢) Néu {u;}32, la ho cic ham m-dieu hoa dudi, u = supu; < 400 va u la
J
nia lién tuc trén thi v la ham m-diéu hoa dudi.

(f) Néu {uj};-";l la day gidm cdc ham m-diéu hoa dudi thi ham u = jli)inoo U,
la m-diéu hoa dudi .

(9) Gid sit p > 0 la ham ban kinh tron trong C™ triét tiéu ngoai hinh cau
don vi va thoa man f(cn pdV, =1, ¢ do dV,, ki hiéu la do do Lebesque cua C".
Voiu e SH,,(Q) ta dinh nghia

wle) = p)() = [ ule = pOavi(e), = e,
§ do p:(z) = Z=p(zfe) va Q. = {z € Q : d(2,00) > e}. Khi dé u. €
SH,(2:) NC®(8) va ue L u khie 0,

(h)Gid st uy,...,uy € SHp(Q) va x : RP = R la ham 104, tang theo moi

bién. Néu x c6 thé md rong lién tuc tdi ham [—oo, +00)P — [—00,00), thi

X(u, ..., up) € SHp(Q).

Vi du 3.1.3. Xét u(z1, 20, 23) = 3|21]? + 2|22|* — |23/>. Theo tinh chat (b)
clia ménh dé 3.1.2 ta thiy u € SHy(C?). Tuy nhién, u khong 1a da diéu hoa
dudi trong C? bai vi han ché ctia u trén dudsng thang {(0,0, z3) : 23 € C} 1a
u(0,0, 23) = —|23)* khong da diéu hoa dudi.

Bay gio, dua theo Z. Blocki, S. Dinew va S. Kolodziej chiing ta dinh nghia
toan tit m-Hessian phiic cho 16p cac ham m-diéu hoa dudi bi chan dia phuong.
Cu thé, dua vao [15] va [36] chiing toi cho dinh nghia sau.

Dinh nghia 3.1.4. Gid st uy,...,uy, € SH,,(2) N LY

loc

(Q). Khi do toan ti
Hessian phic Hy,(uq, ..., u,) duge dinh nghia bang quy nap nhu sau:

ddu, A -+ ANdduy A "™ = dd(upddup—1 A --- ANdduy A BTT).

Tt dinh nghia cia ham m-diéu hoa dudi va st dung 1y luan nhu trong ching
minh ctia Dinh 1y 2.1 trong [8] ta dugc Hy,(ug,...,u,) 1a dong duong dong
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song bac (n—m+p,n—m+p) va la toan tit lién tuc trén day giam céc ham m-
diéu hoa duéi bi chan dia phuong. Do d6, cho p = m, ddui A- - -Add u,, AB*™
la do do Borel khong am. Dac biét, khiu =wu; = -+ = up, € SHp, (Q)NLES.(Q)
do do Borel

Hp(u) = (ddu)™ A "™,

la xac dinh va goi la m-Hessian phiic cua u.
Tuong tu dinh nghia 1.1.1 vé duéi thac trién ctia ham da diéu hoa dudi,

ta dinh nghia duéi thac trién ctia ham m-diéu hoa dudi,

Dinh nghia 3.1.5. Cho Q) C Q la nhiing tap md trong C"* va u la mot ham

m-diéu hoa dudi trén Q (u € SH,,()). Ham u € SH,,(Q) dugc goi la dudi

thdc trién clia ham u néu u(z) < u(z), ¥z € Q.

Bay gio ta nhac lai mién m-siéu 16i trong C" ma da dudc gidi thieu trong
[32]. Mién nay dugce dinh nghia tuong ty mién siéu 16i trong ly thuyét da thé

Vi.

Dinh nghia 3.1.6. Cho Q la mién bi chan trong C". Ta néi rang Q2 la mién
m-siéu loi néu ton tai ham m-diéu hoa dudi lién tuc u : Q — R~ sao cho

Q.= {u<c} €Q vdi moi c <O.

Nhan xét 3.1.7. Tu dinh nghia ctia mién m-siéu 16i va dinh nghia clia ham
m-dicu hoa dué6i, Ta thay moi ham da diéu hoa duéi déu la m-diéu hoa duéi

v6i moi n > m > 1 nén moi mieén siéu 10i trong C" déu 1a m-siéu 1oi.

Tiép theo ta nhac lai cac 16p Cegrell ciia 16p ham m-diéu hoa duéi da
dua ra trong [32], [31].

Dinh nghia 3.1.8. Gid st Q C C" la mién m-siéu loi. Khi dé ta xdc dinh

cac ldp ham m-diéu hoa dudi sau:

EV=8%(Q)={ue SH ()N L) : lim u(z) =0, /Hm(u) < oo}
Q
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Fm = Fn(QQ) = {u cSH (Q):3 & > uj N\ U, sup/Hm(uj) < oo}.
J
Q

Em =En(Q) ={ue SH, (Q):Vz € Q,3 lan can w > 2z, va

EY Su; N\ u trén w,sup/Hm(uj) < 00}
J
Q

Nhan xét 3.1.9.
a) Tu cdc dinh nghia trén ta c6 quan hé bao ham sau &2 () C F,(Q) C
Em(Q).
b) Tuong tu nhu Dinh 1y 4.5 trong [21], Dinh 1y 3.5 trong [31] khang dinh
16p &, 12 16p con 16n nhat ctia SH,, () thoa man dieu kién:

(i) Néu w € £,(Q) vav e SH, () thi max{u,v} € £,(Q).

(ii) Néu u € £,(Q) va uj € SH,(Q) N LY (2),u; \y u, thi Hy,(uj) hoi tu
yeu t61 Hy,(u).

Chung ta cling ¢6 mot khai niém tuong tu nhu khai niém ham cyce tri tuong
doi trong 1y thuyét da thé vi. D6 1a khai niém vé ham m-cyc tri tuong doi.

Dinh nghia 3.1.10. Cho Q la tap md ciua C" va E C . Ham m-cuc try
tuong doi cia E doi vdi Q, dudc xdc dinh bdi cong thic

himeo = hmp=sup{u e SH_ () :ulp < —1}.

Nhu trong [32], &, ; 1a ham m-diéu hoa duéi am trong Q. Hon nita, néu 2
1a m- siéu 1oi trong C" va ' € Q thi ta ching minh duge rang hy, o thuoce
E0(Q).

Tuong ti nhu tap da cic va dinh 1y Josefson trong 1y thuyét da thé vi ching

ta cling c6 tap m-cuc va dinh 1y Josefson cho tap m-cuec.

Dinh nghia 3.1.11. Cho Q la tap mo trong C* va E C Q. E goi la m-
cuc néu vdi bat ky a € E ton tai lan can lién thong V, cia a trong £ va
u€ SHy(V),u# —oo sao cho ENV, C{z €V, :u(z) = —oo}.
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Dinh 1y 2.35 trong [31] tuong tu dinh 1y Josefson trong ly thuyét da thé vi
déi vé6i tap m- cuc. Nghia la néu E C Q la tap m-cuc khi va chi khi ton tai
ham u € SH,,,(C") sao cho u = —oo trén E.

Nhan xét 3.1.12.

a) Theo (a) cia menh dé 3.1.2 moi tap da cyc trong ly thuyét da thé vi deu
la tap m-cuc véi moi 1 < m < n.

b) Vi du 2.27 trong [32] chiing t6 rdng ton tai mot tap m- cyc E™ trong C"
nhung n6é khong phai la tap da cuc.

3.2 Duéi thac trién trong 16p F,,(9)
Trong muc nay ching ta sé trinh bay két qua vé dudi thac trién trong l6p
F(€). Cu thé chiing ta sé chiing minh dinh 1y sau.

Dinh 1y 3.2.1. Cho ) C QcC"la nhitng mién m-siéu 1oi bi chin va

u € Fn(Q). Khi dé ton tai w € Fp () sao cho w < u trén Q va
(ddw)™ A "™ = 1o(ddu)™ A B+,
tren Q.

Trude hét ching ta can mot meénh dé tuong ty nhu Bo dé 2.1 trong [26] cho
16p ham m-diéu hoa dudi F,,.

Ménh dé 3.2.2. Cho Q la mién m-siéu loi trong C" va u € Fp,(Q). Khi dé

em(1t) = /Hm(u) < 0.

Chiing minh. Lay u € F,,(Q2). Tu dinh nghia cta lép F,,(2), ton tai day
{u;} € EY(Q),u; N u trén Q sao cho

sup/Hm(uj) < 0.
J
QO
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Theo Dinh 1y 3.11 trong [32] day {H,,(u;)} hoi tu yéu t6i H,,(u). Do do, ta
co
/H ) < lim [ Hp(y;) < sup/Hm(uj) < 00,
J

Jj—00
vay ménh dé duge chiing minh. []
Ta can dung két qua sau.

Meénh dé 3.2.3. Cho Q la mién m-siéu 10 bi chdn trong C™ va {u;} C Fn(Q)
la day gidm hoi tu tdi u € Fp (). Néu o € SH, (Q) N L>®(Q) thi

hm/goH u;) /gon(u).

Chiing minh. Tt (—¢) 1a nita lien tuc dudi va (ddu;)™ A 7™ hoi tu yéu t6i
(dd°u)™ A B"~™ ta c6 két qua

lim inf /(—cp)(ddcuj)m ABTTT > /(—90)(ddcu)m A B (3.1)

j—o0
Q Q

Lay o 1a ham m- diéu hoa dudi vét can doi véi . V6i moéi k& € N*, dat
or = max(p, ko) thi ¢, € EY(Q) va ¢ gidm t6i . V6i mdi k, j sit dung tich
phan ting phan ( c¢6 hieu lyc déi véi F,,,(2)) ta co

/(_¢k)(ddcuj)m AT = /(—Uj)(ddcwk) A (ddu)™ = A g

Q Q
< / (—u)(dd pr) A (ddu;)™ P A BP™

Q
/ )(ddCu) A (ddCu;)™ 1 A B
Q

Tiép tuc nhu vay ta ducc

[eetaauyng < [ oo g

Q Q
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Cho k — +00 va dung Dinh 1y hoi tu don diéu ta dugc

[eoanymng < [—oaam ag. (3.2)

Q Q

T (3.2) ta 6

lim sup /(—gp)(ddcuj)m AP < /(—go)(ddcu)m A B (3.3)

j—00
Q Q
(3.3) va (3.1) cho ta diéu phai ching minh. O

Dé chitng minh Dinh Iy 3.2.1 ta can dung bo dé sau. Day 1a két qua co
ban dé chitng minh Dinh 1y 3.2.1. Dong thdi né cho ching ta mot ky thuat
dé tiép can bai toan dudi thac trien ham m-diéu hoa dudi.

Bo dé 3.2.4. Gid st Q la mien m-siéu 10i bj chan trong C" va u € Fpn(9).
Khi dé ton tai g € F% (), h € Fn(Q) sao cho

L ooy (dd°u)™ A B = (ddCg)™ A B, (3.4)

1{u:_oo}(ddcu)m A BT = (dd°h)™ A BT (3.5)
va h >u> g+ h trén (.

Chimg minh. Tt 1g,s ooy (ddu)™ A B7~™ triét ticu trén cac tap m-cuc cla
Q, theo Dinh 1y 1.2 trong [32] ton tai duy nhat ham g € F%(Q) sao cho

L oo (dd°w)™ A 87 = (dd°g)™ A 5™, (3.6)
trén (). Dat

h=sup{p € SH (Q):u>g+¢, trén Q}.
ta thay h > u > g + h trén . Ta can sé chiing minh

1y oo} (ddu)™ A 877 = (ddh)™ A 57, (3.7)
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tréen . Ta c6 g <u—h <0 va (dd°g)™ A "™ triét tiéu trén cac tap m-cuc
ctia 2 lip lai cach ching minh da st dung dé chiing minh Bo dé 4.12 trong
[5] ta dugc.

1{h:_oo}(ddch)m AP = 1{u:_oo}(ddcu)m A g™, (3.8)

tren €. Vay ta can ching minh

Lo (AR A 7 = 0, 3.9
tren . Lay bat ky tap Borel E C {h > —oo}. Bdi vi h > u trén  nén
h € Fn(2). Dung Menh dé 3.2.2 ta ¢6 [(dd°h)™ A "™ < oco. Theo Dinh ly

Q

5.9 trong [56] ton tai ham i € £,(),h > h trén Q sao cho

(dd°h)™ A B"™ = 1o\ g(dd°h)™ A B (3.10)
Vi h > hneén h € Fp(RQ). Ta chiing minh
u> g+ 71/,
trén 2. That vay, dit
v =max(u, g+ h) > u.
Ta chi can ching minh v = u trén Q. Ta c6
(ddc(g—l—’ﬁ))m A BT > (ddcg)m A BT 4 (ddcﬁ)m A B
> Tjus—oo (ddu)™ A "7 + 1o\ p(dd°h)™ A g™
> Lus—oop(ddu)™ NS + 1oy (dd°R)™ A BT
> 1{u>_oo}(ddcu)m A BT+ 1{u:_oo}(ddcu)m AprTT
> (ddu)™ A g
Mat khac,
(ddu)™ A B"™ > Liys ooy (ddu)™ A 8",
(dd(g + h)™ A B™™ > 1yus oo (ddu)™ A B"™



70
Dung Ménh dé 5.2 trong [56], ta dugc
(dd°v)™ A ™™ > 1y ooy (ddu)™ A B7™.

Hon nita,

~

v = max(u, g + h) < max(h, g + h) < max(h, g+ h) < h.

Lai dung Meénh dé 5.2 trong [56], ta c6

~

Loe oy (dd0)™ A ™™ > 1 (dd°h)™ A B

Nhung i < h nén {h = —oc} C {h = —oco}. Ta viét
{h=—o0} ={h=—00}U{h=—00n{h>—oc}}.

Do do,

~ ~

L oo (dd°R)™ A B = 1 (ddR)™ A 8"

Dén day ta két hop vdi (3.10) ta duge
Loy Y A5 = 1y (T A
= Lih=—oo} 1o\ (dd°h)™ A B
= oo (dd°h)™ A B,
(3.12) va (3.13) cho ta
Lty (dd0)™ A "™ > 1gpe_oy (dd°R)™ A "7
> Ly=—oo} (ddu)™ A "™,
lai do v > uw nén {u > —oo} C {v > —oo}. St dung (3.11) ta co
Liys—oop (dd0)™ A B > 1pps oot Lus —ooy (ddu)™ A 77
> 1> —oo}nfus—oo} (dd“u)™ A "7
> 1y (ddu)™ A 57
Tit (3.14) va (3.15) ta duge

(ddv)™ A B > (dd°u)™ A B

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Do u < v, theo Dinh 1y 3.22 trong [32] ta c6

(/MfmmAB”mfi/MfwmAﬁlm<aa (3.17)

Q Q
Tit (3.16) va (3.17) ta c6
(ddv)™ A B = (ddu)™ A BT (3.18)
Do d6 theo Nhan xét 5.4 trong [56] ta c¢6 u = v trén Q. vay
w=v=max(u,g+h)>g+h,

trén (2. T day theo cach xac dinh cia h ta ¢6 h < h vay h = h tren Q. Do
do ta dugce

(dd°h)™ A "™ = (dd°R)™ A B = 1o\ p(dd°h)™ A 57 (3.19)

Vi thé,
Q/ufmmAﬁwm:o,

E
dang v6i moi tap Borel E C {h > —oo}. Nhu vay ta dugc

t/ (dd°h)™ A 3" = 0,
{h>—00}

Do do,
(dd°h)™ A B"™ = 1y —ooy (ddu)™ A B"7™.

B6 dé dugce chiing minh. O
Chting minh Dinh ly 3.2.1.

Chaing minh. Dé chiing minh Dinh 1y 3.2.1 trén ta chia thanh hai buéc sau:

~

Budc 1. Truée hét ta chiing minh réng ton tai v € F,,(2) sao cho v < u trén

Q va
/Hm(v) < /Hm(u)
& 0
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Tt cach xac dinh 16p F,,(2) nhu trong [32], ton tai {u;} C EL(Q), u; \ u
trén (2 va
a = sup/Hm(uj) < 0.
J
Q

C6 dinh j > 1. T uj € £2(Q) nén do do p; = lo(ddu;)™ A 7™ la do do
Borel khong am trén Q, hitu han va triét tiéu trén cac tap m- cuc cua 62, 4
day 1q ki hieu 1a ham dic trung ctia Q. Theo Dinh 1§ 1.2 trong [32] ton tai

~

duy nhat ham g; € F2 () sao cho
Hin(g;) = laHm(u;),

nhu 1a do do tren Q vi g; < uj trén . Theo Dinh ly 5.3 trong [32] ton tai
YP; € £0(Q), 0< fj € Ll(ﬁ,Hm(wj)) sao cho

pj = JiHm ()
nhu 1a do do tren Q. Lay {Qk }i>1 1a day tang vét can compact tuong ddi cac
mién m- siéu 10i, O € Qi1 € Q, YU = Q. V6i mdi k > 1, dat
k
ik = lo, min{k, f;} Hp(;)

1a do do Borel tren Q. Khi d6 ton tai ham ujy € E9(Q) sao cho

Hipn (k) = Lo, min{k, f;}Hp(¥;)
trén Q va g € £° () sao cho

Hp(gj) = Lo, mindk, f;}Hm(¢;)
tren . That vay, ta 6

Lo, min{k, f;} Hp () < k(dd“;)™ A "™
< (dd® k)™ A g™,

Do dé theo B6 dé 5.1 trong [32] ton tai g;j théa man dang thic trén. Dé

chiing minh ton tai u;; ta st dung 1y luan nhu sau: véi moi k& xét ham

zbvj’k =sup{p € SH_, () : ¢ <; tréen Q}.
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Khi d6 v; < @Zj,k trén Q, va {Ej,k = 1); trén Q. Nhung @ijk e &£%(Q) béi vi

Vik > Wil 2= (@ im0, 6 day W]l =0, = sup{|¥;(2)] : 2 € U} va by, 1
ham m- dieu hoa duéi cyc tri tuong ddi ctia cap (Qx, Q). Lai theo Menh dé
2.17 trong [32] hy., € EX(Q). Ta c6

Lo, min{k, f;}Hp () = Lo, min{k, f;}Hpn ($j) < kHu (Vi)
< (dd® kb )™ A B,

va stt dung Bo dé 5.1 trong [32] ton tai u;, nhu trong phan phat biéu trén.
Theo He qua 1.15 trong [33] ta duge {u;x}e va {gjx}tr 1an lugt 1a cac day
gidm ctia ham m- diéu hoa dudi trong céc 16p £9(Q) va £°(Q). Mat khac,
néu £ € 99, thi ta co

lim inf (u; . (2) = gj1(2)) = =gj4(§) 2 0

03z
va
Hy(ujr) < Hpn(gsin)
tren 2. Mot lan nita stt dung He qua 1.15 trong [33] ta dugc
ik < Uik

tren Q v6i moi j,k > 1. Gia st g;1 \( h; khi & — oo trong Q. Khi d6
h; € Fl (€2). That vay, ta c6

SUP/H ik /fglszH (15) /fg (¥5)

< / fldrvy n g = [y <,
Q

Q

Hon ntta,

Hy,(hy) = filaHn(V;) = lapy = LloHn(uj) = Hiy(gy),

nen theo Dinh Iy 1.2 trong [32] ta dugdc h; = g; trén Q. Tuong tu, Wik N\ Uj
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khi £ — oo trén Q. V6i moi j > 1, dat

gj = [sup gx]".
k>j

Khi dé6 g; € SH- (), va tir gj > g; thi theo Dinh 1y 3.9 trong [32] ta dugc
gj € Fn(€). Ta dé thay {g;} la day giam. Ta sé ching minh
/ (dd°G)™ A BT < / (ddeu,)™ A B (3.20)
Q Q
Lay ¢ € £° (). Theo Dinh ly 3.16 trong [32] ta ¢6
[y asr < [odgym e

Q

(=) la(dduy)™ A 5"

D ~— O — D

(=) (ddu;)™ A B

cho ¢\, —1 ta c6 (3.20). Tut k > j ta c6 gr < ux < u; trén Q. Do dé

gj = [sup gi]" < u;
k>j

trén €. Dat v = lim g;.

J
Ta chiing minh v € F,,,(Q2). That vay, ta ¢c6 v € SH,_.(2). Theo Dinh 1y 3.1
trong [32] ton tai day {¢,} C £° () sao cho ©; \( v trén (). Bang céch thay
0; boi v; = max{e;,4;} € E2(Q) va v; \, v ta c6 thé gia sit @; > g; tren Q.
Khi d6 theo Dinh 1y 1.4 trong [33] ta c6

/H ©;) /H gj) /H uj) < a < oo.
sup /Hm(%) < 00,
J ~
Q

Do do
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va vay thiv € Fm(ﬁ). Lai c6 g; < uj trén Q nén v < u trén €.
Tiép theo ta chiing minh

/ (dd°v)™ A B7™ < / (ddu)™ A B, (3.21)
Q Q

B6i ménh dé 3.2.3, néu ¢ € SH,, () thi ta co:

/ (— ) (ddeu;)™ A g < / (o) (ddeu)™ A BT (3.22)

Q Q
Mit khéc, theo 1y luan 6 trén ton tai {p;} C 8%(@), ©; > g; VA pj Ny v trén
Q. Lay ¢ € £2(9) N C(Q). Theo dinh 1y 3.16 trong [32] ta ¢6
[oaaeym ng < [ oy ae

2 & (3.23)
< [ (o) g,

Q

St dung (3.23), Ménh dé 3.2.3 va (3.22) ta dugc

Z (=¢)(ddv)™ A p" = lim / )(ddep;)™ A 1

Q

< hm/ (dd°g;)™ A "™

< / (ddeu;)™ A BT < / (=) (ddeu)™ A 37,

Q

cho 1 N\, —1 ta dugc (3.21) va buée 1 duge chiing minh.
Budc 2. Bay gid ta ching minh ton tai w € F,(Q), w < u trén Q va

(ddew)™ A B™ = 1g(ddu)™ A 7.

That vay, theo ching minh & Budc 1 thi tdn tai ham v € F,(€) sao cho
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v < u trén ) va
/(ddcv)m A BT < /(ddcu)m A BT
3 Q

Dat

up =sup{p € SH_ () : ¢ <wu trén Q}.

Khi d6 v < wu; <0 trén Q. Do do uy € ]—"m(ﬁ) va u; < u trén ). Theo Ménh
dé 5.2 trong [56], ta c6

1{ul:700}(ddcu1)m A BT > ]_Ql{u:foo}(ddCU)m A B (3.24)

tren €. Mat khac bing cach lap luan nhu trong ching minh BS dé 4.3, 4.4
va 4.5 trong [46] cho trudng hgp ciia ham m-diéu hoa dudi ta dugc

(ddui)™ A B™™ < 1o(ddu)™ A g™, (3.25)
tren Q. Bdi vi {u = —oo} C {uy = —oo} NQ thi tit (3.25), ta 6
1= ooy (dduy )™ A B7™ < 101 e sy (ddCu)™ A B, (3.26)
tren Q. Tir (3.24) va (3.26), ta ¢6
Lur= oo} (dd°ur)™ A B = 101 e oy (ddu)™ A B, (3.27)
tren Q. Dat = 1o(ddu)™ A g7~™. Khi d6

= 1Qm{u>_oo}(ddcu)m A BT 4 ].Qm{u:_oo}(ddCU)m AT
= 1Qﬁ{u>_oo}(ddCU)m A ﬁn—m + 1{u1:—oo}(ddcu1)m A Bn—m.

Bdi B6 dé 3.2.4, ton tai g1 € F%(Q), by € F(Q) sao cho
hi+g1 <up < hq,
tren Q va
(ddhy)™ A B = gy ——oo} (ddur)™ A B,
(A1) A B = uysoey (ddEur)™ A 57
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~

Mat khéc, theo Dinh 1y 1.2 trong [32] ton tai g € F% () sao cho
Lanfus ooy (de0)™ A 7 = (ddg)™ A B,
tren Q. Do d6, ta c6 thé bidu dién
p = (dd°g)™ A B™ 4 (dd°hy)™ A B, (3.28)

3d6 g € Fo(Q) va by € F(Q). Dat

w = sup{y € Ex(Q) : (dd°p)™ A "™ > (dd°g)™ A B"™, ¢ < I}
Khi d6 nhu trong chiing minh Dinh 1§ 5.9 trong [56], ta c6

(dd“w)™ A 7™ = (dd°g)™ A B + (dd°hy)™ A B =, (3.29)

va g+ h; <w < hy trén Q. Do g+h <wnén w € Fm(ﬁ) Bay gio ta ching

minh w < w trén ). Dat
v; = max(w, u) € Fn(£2).

Khi d6 v; > u trén €2. Ta sé chiing minh v; = u va do do6, dinh 1y dugc ching

minh.

That vay, do v; > w nén theo Dinh 1y 3.22 trong [32] ta dugc
/(ddcvl)m ApTTT < /(ddcu)m AP < o0 (3.30)
Q Q

Mat khac ta co
(ddw)™ A "™ = p > Liys ooy (ddu)™ A B (3.31)
Tu (3.31) két hop véi Menh dé 5.2 trong [56] ta c6
(ddvy)™ A B"™ > 1iys—oo} (ddu)™ A B, (3.32)

Nhung v; = max(w, u) nén vy + g3 = max(w+ g1, u+g1) < max(hy + g, u) <

max(uy,u) < u trén Q. Do d6, v6i moi tap m - cuc E C Q ta ¢

/ (dd°(v1 + g1))™ A 7™ > / (ddCu)™ A g™, (3.33)

E E
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(danh gia (3.33) c6 duge nho ap dung Bo dé 4.1 trong [5] vAn ding cho l6p
Em(Q), hodic Menh de 5.2 trong [56]). Do (dd®g)™ A 7™ triet tieu tren cac
tap m - cuc ciia €, stt dung B6 dé 5.6 trong [56], ta dudc

/ (dd(v1 +qu))" AB"™ = / (ddvy)™ A g™, (3.34)
E E
ding v6i moi tap m - cyc E C Q. Két hop (3.33) va (3.34) suy ra
/(ddcvl)m N[> /(ddcu)m ApE™
E E

ding v6i moi tap m - cuc E C ). Vay,
(dd“vy)™ A B > 1y oy (ddu)™ A g7, (3.35)
trén . Tu (3.32) va (3.35) suy ra
(ddvy)™ A B > (ddu)™ A (3.36)
Két hop (3.36) va (3.30) ta duge
(ddvy)™ A 7™ = (ddu)™ A B, (3.37)

T (3.37) va Nhan xét 5.4 trong [56] ta ¢6 v; = w trén €. Dinh 1y 3.2.1 duge
chiing minh. [l

Tt dinh 1y trén, chung to6i thu duge mot hé qua sau.

Heé qua 3.2.5. Cho Q C Q la nhiing mién m- siéu 101 bi chan va {u;}j>1,u C
Fm(82) sao cho uj > u, u; hoi tu trong Cp,- dung luong tdi u trén Q. Gid si
5,10 theo thit tu lan lugt lo dudi thac trién cia u;,u trén Q. Khi dé H,, ()
hoi tu yéu téi Hy,(w) trén Q.

Chitng minh. Theo Dinh 1y 3.8 trong [56] ta c6 néu h € SH,,(Q) N L2.(Q2) thi

loc

lim [ h(ddou,)™ A B* ™ = / h(ddu)™ A B (3.38)
j—o0
Q Q
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Bay gio lay x € C’go(ﬁ) Nhu Bo dé 3.10 trong [32] ta viét y = @1 — 9 trong

do o1, 2 € E2(Q). St dung Dinh 1§ 3.2.1 va (3.38) ta c6

lim [ x(dd“u;)™ A" = lim [ @i(ddu;)™ A" — lim | @o(dd®u;)™ A "™
Q Q

Jj—o0 J§ j—00
= / 1 (ddu)™ N g™ — / o (ddu)™ N g™
Q Q

Q

Jj—o0

Suy ra H,,(u;) hoi tu yéu t6i H,,(u) trén Q. Ta dugc diéu can ching minh. [

Két luan chuong 3
e Chitng minh sy ton tai dudi thac trién cdc ham m- diéu hoa dudi thudc 16p
Fn(Q2) v6i Q 1a mién m-siéu 16i bi tran trong C".
e Chiing t6 dugc trong 16p F,,,(2) do do Hessian phiic ctia ham dudi théc
trién va ham da cho 1a khong thay doi.
e Ap dung két qua dat duoc chi ra sy hoi tu yéu theo theo do do Hessian
phtic, hé qua 3.2.5.



Chuong 4

Phuong trinh kieu Monge—Ampeére
cho mét do do bat ky

Nhu da trinh bay trong Phan mdé dau. Muc dich ctia chuong nay 1a ching
toi trinh bay su ton tai nghiem yéu ctia phuong trinh kiéu Monge — Ampere
cho cac do do bat k¥, dac biet 1a do do mang bdi tap da cuc.

Chuong 4 gom hai phan. Trong phan dau, ching toi gidi thieéu vé phuong
trinh kiéu Monge-Ampere va huéng chiing chitng minh két qua chinh cta
chuong. Trong phan hai, ching t6i chitng minh sy ton tai nghiém yéu cla
phuong trinh kiéu kiéu Monge-Ampere trén 16p NV (€, f) cho mot do do bat
k¥,

Chuong 4 duge viét dya trén bai bao [3] (trong danh muc cong trinh da

cong bo lien quan dén luan an).

4.1 Gidi thiéu
Dé thuan loi cho viéc trinh bay, chiing t6i xin nhéic lai khai niem phuong
trinh kieu Monge-Ampere da duge dua ra béi Bedford, Taylor.

Dinh nghia 4.1.1. Cho Q la mién siéu 107 bi chan trong C* va p la do do
Borel duong trén Q. Gid st F : R x Q — [0,4+00) la dt X du - ham do dugc.
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Khi do phuong trinh dang
(ddu)"™ = F(u,.)dpu, (4.1)

trong do w la mot ham da diéu hoa dudi trén Q, duge goi la phuong trinh kiéu
Monge—Ampere.

Bedford va Taylor trong [7] da chiing minh ton tai nghiém ctia phuong
trinh (4.1) trong truong hop p 1a do do Lebesgue, va F» >0 1a bi chan,
lien tuc, 101, tang theo biét thit nhat. Sau d6 trong [19], Cegrell da chiing t6
rang co thé bé qua gia thiét 161 va don dieéu. Trong trudng hgp F tron su ton
tai ngiém cta (4.1) da dugce ching minh trong [18]. Trong [52], Kolodziej da
ching minh ton tai va duy nhat v € PSH N L>®(Q) la nghiém ctia phuong
trinh (4.1) khi F 1a bi chan, khong am, tang va lién tuc theo biét thi nhat
con p la do do Monge-Ampere clia mot ham da diéu hoa duéi bi chan va
1a mién gi4 106i chat. Thiét 1ap sy ton tai nghiém yéu cta phuong trinh (4.1)
trén cac 16p ctua Cegrell, dic biét la 16p F(Q2), trong [29], da ching minh
néu p triet tieu trén cac tap da cuc va u(Q) < +oo, 0 < F(t, 2) < g(z) voéi
g € LY(dp) thi véi moi f € MPSH(Q)NE(Q), phuong trinh (4.1) c6 nghiem
ue FUQ, f).

Sau d6 trong [35] Czyz nghién cttu syt ton tai nghiém yéu ctia phuong trinh
(4.1) trén 16p N (Q, f) 16p rong hon 16p F(Q, f). Czyz da chiing minh rang:
néu p triet tiéu tren cac tap da cyc ctia , F' 13 ham lién tuc déi véi bién
thit nhat va bi chan bdi ham kha tich g € L(du), 0 < F(t,2) < g(z) va
p = (ddw)™, w € N(Q) thi phuong trinh (4.1) gidi dugc trong 16p N (8, f).
Gan day nam 2014, van véi gia thiét p triet tiéu trén cac tap da cuyc cia
va ton tai dudi nghiem vy € N*(Q) ctia (4.1), tiic 1a ton tai ham vy € N%(Q)
sao cho (dd®vg)™ > F(vy,.)du, Benelkourchi trong [12] d& ching minh duge
rang phuong trinh (4.1) ¢6 nghiem u € N%(Q, f).

Muc dinh ctia chuong nay ching toi chitng minh sit toi tai nghiem yéu ctia
phuong trinh (4.1) trén 16p NV (Q, f) nhung p c6 thé triét tieu trén cac tap
da cyc. Khi gidi quyét bai toan trén ching toi gap khoé khan 1a khi g mang
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tap da cuc thi gidi quyét nhu thé ndo. Dé gidi quyét khé khian do trude tien
chting t6i tim nghiém yéu ctia phan mang tap da cuc d6. Sau dé ching toi
xay dung mot bao kiéu Perron - Bremerman cac ham da diéu hoa duéi khac
V6i cac tac gid khac dé tiét tuc giai phan con lai. Chi tiét hon bay gio ta di
chiing minh két qua chinh ctia chuong,

4.2 Phuong trinh kiéu Monge-Ampére cho mot do do bat k¥

Bay gio chiing t6i chiing minh két qua chinh ctia chuong. Cu thé ching toi
dat dugc két qua sau:

Dinh ly 4.2.1. Gid st Q la mién siéu 107 bi chan va pu la do do khong am
tréen Q. Gia st F : R x Q — [0, +00) la dt x du- ham do dugc thoa man:
(1) Vi moi z € 2, ham t — F(t, z) la ham lién tuc khong gidm;
(2) Vi moit € R, ham z — F(t,z) thuoc L}, (Q, u);
(3) Ton tai ham w € N(Q) sao cho (dd°w)™ > F(w,.)dpu.
Khi dé véi méi f € MPSH(Q)NEQ), ton tai u € N(Q, f) sao cho u > w
va (ddu)™ = F(u,.)du trén S).

Trong phan nay ching ta tiép tuc st dung cac 16p Cegrell & =
Eo (), F =F(Q), E=E(Q) va F*(N) trong trudng hop Q2 1a mién siéu 16i bi
chin trong C" da dugc gidi thiéu va dinh nghia ¢ phan Tong quan (Dinh nghia
1) va ham da diéu hoa dudi cyc dai(MPSH()), tap cac ham da diéu hoa
duéi cuc dai am M PSH™(2) (dinh nghia 1.1.4) trong chuong 1. Trong chuong
1 ta cting da gi6i thieu 16p N () (dinh nghia 1.1.6) va 16p cdc ham da dieu
hoa duéi vé6i gia tri bien, cac 16p N(, f), £(Q, f) va N*(Q, f) (dinh nghia
1.1.11). Trong toan bo chuong nay ta luon giai thiét f € £(Q) N MPSH(Q).
Dé ching minh Dinh 1y 4.2.1 trén ta can bo dé quan trong sau.

B6 dé 4.2.2. Cho Q, i, F va w théa man gid thiét cia dinh ly 4.2.1. Gid
sttw € NQ), suppdp € Q, du(2) < 0o va du triét tieu trén cac tap da cuc
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ciia Q. Néu f € EQ)NMPSH(Q) vav € F(Q, f) sao cho supp(dd®v)™ € Q
va (ddv)™ mang bdi mot tap da cuc ). Khi dé ham

u = (sup{p € £(Q) : ¢ < v va (dd°p)" = F(p,.)du})".
thuoc N (2, f) va (dd°u)™ = F(u,.)du + (ddv)™ trong SQ.
Chaing minh. Truéc hét ta ching minh v € N (Q, f) va

(ddu)" > F(u,.)dp + (ddv)",

trén €. Ta c6 w+v € E(N) va w+ v < v trén Q. Nhung

(dd(w + v))" > (dd°w)" > F(w,.)dp > F(w + v, .)du,
nén theo dinh nghia ctia ham u ta c6 w+v < u < ftrén Q. Do do u € N (9, f).
Bay gio ta ching minh:

(dd°u)" > F(u,.)du + (dd°v)"™ trong §. (4.2)

That vay, dung B6 dé Choquet ton tai day {¢;} C £(2) sao cho ¢; < v trén
Q, (dd°p;)™ > F(gj,.)dp va
U= (Sup g0j> .
Jj=1
Theo Ménh dé 1.1.12 trong chuong 2, ta c6 thé thay o; bing max{¢1, ..., ¢;}.
Do d6 ta c6 thé gid sit ¢; * u hau khip noi (h.k.n) trong Q va

voli moi j > 1. Vay thi ¢; — u trong C, - dung lugng va theo [24],
(dd°p;)™ — (dd“u)™ yéu. Mat khac bdi vi p triet tieu trén cac tap da cuc
cia Q v ; — u yéu nén theo Bo dé 2.1 trong [22] ta duge p; — u du
h.k.n. Do do, tu
(dd°ps)" > F(pj,.)dpu,
ta dudce
(ddu)™ > F(u,.)dpu.
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Mit khac, tit v < v trén Q nén theo Bo dé 4.1 trong [5], ta dudc
Loy (d°0)" > 1oy (dd°0)" = (d0)"
Do vay,
(dd“u)" = 1ys—oo (ddu)" + 1py— ooy (ddu)"™ > F(u,.)dp + (ddv)",

va (4.2) duge ching minh.
Buéc tiép theo, chiing ta chiing minh:

/[F(u,.)dqu(ddcv)] /ddc & / Ny + (ddev)"| < oo,

Q Q
Mit khac, bdi vi v € F(Q, f) nén ton tai ¢ € F() sao cho

p+f<v<f,
tren Q. Lay o, € (), p; \ ¢ tren Q. Dat
vj = max(p; + f,v).

Khi dé v; € &(9, f) va v; \y max(p + f,v) = v trén Q. Ta c6 (ddv;)" —
(ddv)™ yéu, khi j oo trén €. Béi vi supp(dd®v)" € G € 2 bdi vay khong
mat tinh tong quat ta gid st supp(dd®v;)" € G. Ta chiing minh ton tai
w; € N(Q, f) sao cho v; > w; va

(dd°w;)" = F(w;,.) [du + ﬁ”(dd%)”}

Trude hét, ta thay w + v; € £4(Q). That vay, lay A C Q 1a mot tap da cuc.
Tt ¢; + f < wv; va theo Bo dé 4.1 trong [5] ta c6

C n C n - n C C n—
Jaroy < [+ =3 (1) [wey s
A A =0 A
Tuy nhién, do B6 dé 4.4 trong [5] ta c6

ey ntarsy=t< ([arey)([arn) ™ =

A A A
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Do d6, (dd“v;)™ triet tieu trén tat ca cac tap da cuc ctia Q. Ngoai ra véi gid
thiét A 1a tap da cuc cia Q nén theo Bo dé 4.4 trong [5] ta co:

[ )y = > @ [y n @iy
A A

=0
< i (?) ( / (dd“w)") : ( / (dd°v;)") o
=0 A A

Vay w + v; € £4Q). Tiép theo, do [21] ta c6 thé tim ; € F(Q) sao cho
Y; > w+ v trén Q va ¢; = w + v; trong lan can md compact tuong do6i
U € Q clia suppdu U G. Ta lai st dung Bo dé 4.4 trong [5], v6i tap da cuc
ACQ, taco

[ty < [ o)y =0 v e Fi)

A A

Tu

(dd“y;)" > 1y(ddw)"™ + 1y (dd ;)"
> F(w,.)lydp + 1y(ddv;)"

1
> F(ty, )ldp + =——(dd‘v;)"]
’ F(Ujv ) ’
béi [12] ton tai w; € N, f) sao cho
dd“w;)" = F(w;,.)|d ddv;)"|.
(ddwy)" = Fwy, ) [dp+ o ()|
Béi vi
(ddc’wj)n > (ddcvj)”

F(w;,.) — F(v,.)
nén theo Dinh 1y 4.8 trong [42] ta duge v; > w; trong Q ta c6 diéu can ching
minh. Dat

uj = (sup{p € £(Q) : ¢ < v; va (dd°p)" = F(p,.)du})"



86
Do v < v; trén Q nén ta ¢6 u < u; < f trén Q. Do d6 u; € N(Q, f).

Nhu 6 trén ta thay (dd®u;)™ > F(uj,.)dp va u; N\, w khi j 7 oo, Vay, t
w; < uj < v; va He qua 3.4 trong [5] va gid thiét (2) cta dinh ly 4.2.1 ta

dugc:
/ {F(u,.)d,u—i— (dd%)”} < / (dd°u)™ = lim / (dd°u;)"
Q Q ’ Q
< lim sup/(ddcwj)"
J
Q

= limjsup /Q F(wj,.) [du + #‘j,.)(dd%‘j)n}

< limsu F(uy,.)dp + (ddv;)"
Ay

< / [F(u, )+ (ddv)"]

Q

< /U[F(O, Jdp 4 (ddv)"] < 0.

Béi vay ta ¢6
(ddu)" = F(u,.)dp + (dd“v)",
trong €. B dé 4.2.2 dudc chitng minh. O

Chitng minh dinh ly 4.2.1. Truéc hét ta nhan xét rang titr gid thiét cia

Dinh 1y 4.2.1 ta thay ho ham F(t,z), —oo < t < +00,z € Q, khi ¢t \, —o0,

1a cdc ham do dugce gidm trén Q, F(t,2z) > 0 v6i (¢,2) € R x Q. Do d6, ton

tai lim F(t,2),z € Q. Dat F(—o0,2) = lim F(t,2),z € Q. Day la ham do
t——o00 t——00

dugce va thuoe L] (Q, p).

Chiung ta sé ching minh Dinh 1y 4.2.1 nho cac bude sau.

Budc 1. Ta chiing minh ton tai vy € £(),vg > w trén Q va

(dd“v)" = 1iy=—oc} F'(w, .)dp,
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tren €. That vay, tit (dd°w)" > F(w,.)dp > 1iy——ooy F'(w, .)dp theo Dinh ly
4.14 trong [5] thi ton tai vy € £(Q) sao cho vy > w trén Q va

(dd“vo)" = 1{uwe—oc} F'(w, .)dp.

Budc 2. Lay day tang cac mién siéu 10i ; € Q41 € Q v6i 2 = |J ;. Theo
=1
bo dé 4.2.2 ta sé chiing minh ton tai day gidm u; € N(€2, f) véi

(ddcu])n - F(“j? ‘)1{w>—j}ﬁﬂj71dﬂ + F(w7 ')]‘{w:—OO}ﬂijld/“L'

Theo [16], ta c6 thé gid st vy € £(;) v6i moi j > 1. Tt Menh dé 2.1
trong [43] ton tai day giam h; € F(£2;),j > 2, sao cho h; > vy trong €2, va
(ddehy)" = 1o, (ddv)". Dt

vj = (sup{p € PSH () : ¢ < min(f, h;) tréen Q;})".

taco hj+ f <wv; < ftréen Q; nén v; € F(y, f) va tit w < vy trén Q suy ra
w < vj41 < v; trong Q;. Theo Menh dé 2.2 trong [44] ta ¢

Loy —oc(ddv))" < (dd° )" + (ddhy)" = (dd°h,)"

tren ;. O day ta chi § vi (dd°vp)" mang béi mot tap da cuc nén (dd°h;)"
ciing mang béi mot tap da cuc. Theo Dinh 1y 5.11 trong [21] ta ¢6 (dd°h;)" =
Lip,——oc} (ddhy)" theo d6 1.5 _oy(dd®hy)" = 0 . Nhung v; < hj trong €2;
nen {—oo < v} C {—oo < h;}. Do dé ta co

1{Uj>_oo}(ddcvj)” < 1{Uj>_oo}(ddchj)n < 1{hj>_oo}(ddchj)n =0

trong €);.
Vay

trong ;. Tt hj + f < v; < h; trong ©; nén theo Bo dé 4.1 va Bb dé 4.12
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trong [5], ta c6
(ddchj)n = ].{hj:_oo}(ddchj)n S 1{vj:_oo}(ddcvj)”
< Lyt fm—oot (dd(hy + f))"
= 1{hj:_oo}(ddchj)” = (ddh;)".

trong 2;. Vay

]‘{Uj_ oo}(ddcvj)n = (ddchj)n
trong €2;. Do d6
(dd0;)" = 1o o) (ddv))" + Ty — oy (dd°v))" = (dd°hy)"
= lo,_, (dd“vo)" = 1{=——oscyno,_, F'(w, .)dp
trong €2;. V6i moi j > 2, dat
uj = (sup{p € £() : ¢ <wj va (ddp)" > F(p, ) lfws—jing,_ du trén Q;}1)".
Ta thay w < w1 < uj < f trong Q;. Ta c6 danh gid sau
F(max(wv _j)7 ')1{w>—j}ﬂQj_1d:u - F(U}, ')1{w>—j}ﬂQj_1d:u
< Lws—jyng, , (ddw)" (4.3)
< (dd® max(w, —j))".
Ta thay néu dat dii = 1{y>—jjno,_,dp thi suppdfi € €y, di(€;) < oo va dji

triet tieu trén cdc tap da cuc cia ;. Tiép theo dé 4p dung Bo dé 4.2.2 ta
can chi ra ¢6 ham g; € N(Q),j > 2 sao cho

F(gj7 ')1{w>—j}ﬂij1d:U“ < (ddcgj)n7
trén ;. Ta thdy max(w,—j) € £%(;). Béi [21] ta c6 thé chon g; € F(;)
théa man g; = max(w, —j) trén Q;_1 va g; > max(w, —j) trén Q;. Theo Bo
de 4.1 trong [5] ta c6 g; € F*(£2;). Do d6 g; € N(€;). Tu (4.2) ta c6 danh
gia sau
F(Q]) ')]‘{w>_j}mQj71d/"L = F(maX('LU, _.])7 ')1{w>—j}ﬂQj71d/’L
< (ddmax(w, —j))" < (dd‘g;)",
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tren ;. Bay gio 4p dung Bo dé 4.2.2 ta ¢6 u; € N(Q;, f) va
(ddu;)™ = F'(uj, ) qws—jyne, dp + F(w, ) 1ip——sing,_ di.
va d6 1a diéu can ching minh.
Budc 3. Dat u = jli_)rglo u;. Ta sé ching minh v € N (Q, f) va
(dd“u)™ = F(u,.)dpu.

Do w < u < f trong Q nén u € N(Q, f). Lay j, k € N* v6i j > k > 2. Tu
u; N\, u khi j — oo, theo [24], (ddu;)™ hoi tu yéu dén (dd°u)™ trong Qj va
cho j — oo ta c6

Fuj, )ws—jina, o N F (U, )1 s oo}
trong €. Do do6 ta co

(ddu)" = F(u, )1 {ws—ocydp + Fw, )1 y——oscydp,
trong 2. Cho k — oo ta dugc
(ddcu)n = F(ua ')1{w>—oo}d,M + F(wa ')1{w:—oo}d,uu (44)

trong €.

Mat khéc tu dieu kien w < u trén € nén

F(w> ')1{w=—oo}dﬂ - F(uy ')1{u=—oo}d,u' (45)
Két hop (4.4) va (4.5) ta co:

(ddu)" = F'(u, )1 {ws—ocydpt + Fw, )1 {y——oscydp
= F(u, .)1{w>_oo}d,u + F(’LL, ~)1{w:—oo}d,u
= F(u,.)dp.
Dinh 1y dugc chiing minh. ]

Két luan chuong 4: Thong qua viéc chiing minh duge Dinh 1 4.2.1 thi

noi dung chti yéu ciia chuong 4 1a,
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e Chiing minh dugc sy ton tai nghiem yéu thudc 16p N (€, f) cho phuong
trinh kiéu Monge-Ampere cho mot do do bat ky, dic biet do do mang béi

mot tap da cuc.



Két luan va kién nghi

I. Két luan

Luan an da dat dugc cac muc dich nghién ctiu dé ra. Két qua ctia Luan
an goép phan lam phong phi thém vé dudi thac trién ciia cac ham da diéu
hoa dusi khong bi chan trong céc 16p E(Q, f), F(Q, f), Fn () véi su kiém
soat do do Monge-Ampere va do do Hessian phiic.

1) Chitng minh dugc sy ton tai dudi thac trién trong 16p &, (Q, f) véi Q 1a mién
siéu 16i bi chin trong C" va chi ra dang thitc x(u)(dd“u)" = 1ox(u)(ddu)™
tren .

2) Chitng minh dugce bai toan dudi thac trién cho 16p F(Q, f) véi Q 1a mién
siéu 16i khong bi chin trong C" ¢6 16i giai va chi ra dude dang thiic vé do do
Monge-Ampeére clia ham duéi thac trién va ham da cho.

3) Md rong két ctia ctia Hed ([38]) cho bai toan xap xi cac ham da diéu hoa
duéi bang day tang cac ham da diéu hoa dudi trén cac mién rong hon trong
16p F (£, f) cho truong hop 2 1a mieén siéu 16i khong bi chan trong C™.

4) Chiing t6 sy ton tai dudi thac trién va dang thic gitta do do Hessian phiic
cho 16p F,,(Q) cac ham m-diéu hoa dudi.

5) Thiét lap dugc sy ton tai nghiem yéu thude 16p N (€, f) ctia phuong trinh
kiéu Monge-Ampere cho mot do do bat ky.

91
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I1. Kién nghi

Chiing t6i nghi ring trong tuong lai gan, viéc tim nghiém lién tuc Holder
cho phuong trinh kiéu Monge-Ampere doi v6i toan tit Monge-Ampere va toan
ti Hessian 13 mot trong cac bai toan can quan tam va tim ra 10i gidi. Dac
biét can nghién citu bai toan nay cho cac doéi tuong rong hon cac mién trong
C", chang han nhu trén da tap Kahler Compact hay tong quat hon trén cac
da tap Hermite. D4 c6 mot s6 két qua dat dugc theo huéng nay trong thoi
gian qua nhung cau tra 1oi day da cho huéng nghién citu nay van con xa méi

dat duogc.



Danh muc cac céong trinh da cong bo
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